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Lời nói đầu 


Phương trình là một trong những phân môn quan trọng nhất của Đại số vì có những ứng 
dụng rất lớn trong các ngành khoa học. Sớm được biết đến từ thời xa xưa do như Cầu tính 
toán của con người và ngày càng phát triển theo thời gian, đến nay, chỉ xét riêng trong Toán 
học, lĩnh vực phương trình đã có những cải tiến đáng kể, cả về hình thức (phương trình hữu tỉ, 
phương trình vô tỉ, phương trình mũ - logarit) và đối tượng (phương trình hàm, phương trình 
sai phân, phương trình đạo hàm riêng, ...) 

Còn ở Việt Nam, phương trình, từ năm lớp 8, đã là một dạng toán quen thuộc và được 
yêư thích bởi nhiều bạn học sinh. Lên đến bậc THPT, với sự hỗ trợ của các công cụ giải tích 
và hình học, những bài toán phương trình - hệ phương trình ngày càng được trau chuốt, trở 
thành nét đẹp của Toán học và một phần không thể thiếu trong các kì thi Học sinh giỏi, thi 
Đại học. 


Đã có rất nhiều bài viết về phương trình - hệ phương trình, nhưng chưa thể đề cập một 
cách toàn diện về những phương pháp giải và sáng tạo phương trình. Nhận thấy nhu cầư có 
một tài liệu đầy đủ về hình thức và nội dung cho cả hệ chuyên và không chuyên, Diễn đàn 
MathScope đã tiến hành biên soạn quyển sách Chuyên đề phương trình - hệ phương trình mà 
chúng tôi hân hạnh giới thiệu đến các thầy cô giáo và các bạn học sinh. 

Quyển sách này gồm 6 chương, với các nội dung như sau: 

Chương I: Đại cương về phương hữu tỉ cưng Cấp một số cách giải tổng quát phương 
trình bậc ba và bốn, ngoài ra còn đề cập đến phương trình phân thức và những cách xây dựng 
phương trình hữu tỉ. 

Chương II: Phương trình, hệ phương trình có tham số đề cập đến các phương pháp 
giải và biện luận bài toán có tham số ,cũng như một số bài toán thường gặp trong các kì thi 
Học sinh giỏi. 

Chương III: Các phương pháp giải phương trình chủ yến tổng hợp những phương 
pháp quen thuộc như bất đẳng thức, lượng liên hợp, hàm số đơn điệu, ... với nhiều bài toán 
mở rộng nhằm giúp bạn đọc có cách nhìn tổng quan về phương trình. 

Chương này không đề cập đến Phương trình lượng giác, vì vấn đề này đã có trong chuyên đề 
Lượng giác của Diễn đàn. 

Chương IV: Phương trình mũ — logarit đưa ra một số dạng bài tập ứng dụng của hàm 
số logarit, với nhiều phương pháp biến đổi đa dạng như đặt ẩn phụ, dùng đẳng thức, hàm đơn 
điệu, ... 

Chương V: Hệ phương trình là phần trọng tâm của chuyên đề. Nội dnng của chương 
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bao gồm một số phương pháp giải hệ phương trình và tổng hợp các bài hệ phương trình hay 
trong những kì thi học sinh giỏi trong nước cũng như qưốc tế. 

Chương VI: Sáng tạo phương trình - hệ phương trình đưa ra những cách xây dựng một bài 
hay và khó từ những phương trình đơn giản bằng các công cụ mới như số phức, hàm hyperbolic, 
hàm đơn điệu, ... 

Ngoài ra còn có hai phần Phụ lục cưng Cấp thông tin ứng dụng phương trình, hệ phương 
trình trong giải toán và về lịch sử phát triển của phương trình. 

Chúng tôi xin ngỏ lời cảm ơn tới những thành viên của Diễn đàn đã chưng tay xây dựng 
chuyên đề. Đặc biệt xin chân thành cảm ơn thầy Châu Ngọc Hùng, thầy Nguyễn Trường Sơn, 
anh Hoàng Minh Quân, anh Lê Phúc Lữ, anh Phan Đức Minh vì đã hỗ trợ và đóng góp những 
ý kiến quý giá cho chuyên đề, bạn Nguyễn Trường Thành vì đã giúp ban biên tập kiểm tra các 
bài viết để có một tuyển tập hoàn chỉnh. 

Niềm hi vọng duy nhất của những người làm chuyên đề là bạn đọc sẽ tìm thấy nhiều điều 
bổ ích và tình yêu toán học thông qua quyển sách này. Chúng tôi xin đón nhận và hoan nghênh 
mọi ý kiến xây dựng của bạn đọc để chuyên đề được hoàn thiện hơn. Mọi góp ý xin vui lòng 
chuyển đến anhhny0706@gmail.com 


Thành phố Hồ Chí Minh, ngày 11 tháng 7 năm 2012 


Thay mặt nhóm biên soạn 
Nguyễn Anh Huy 
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Chương I: ĐẠI CƯƠNG VỀ PHƯƠNG TRÌNH 

HỮU TỈ 


PHƯƠNG TRÌNH BẬC BA 

Một số phương pháp giải phương trình bậc ba 


★ Phương pháp phân tích nhân tử: 

Nếu phương trình bậc ba ax 3 + bx 2 + cx + d = 0 có nghiệm X = r thì có nhân tử (x — r ) do đó 
có thể phân tích 

ax 3 + bx 2 + cx + d — (x — r) [ax 2 + (b + ar)x + c + br + ar 2 } 

Từ đó ta đưa về giải một phương trình bậc hai, có nghiệm là 

—b — ra ± \Jb 2 — 4 ac — 2 abr — 3 a 2 r 2 
2 a 

★ Phương pháp Cardano: 

Xét phương trình bậc ba X 3 + ax 2 + bx + c = 0 (1). 

Bằng cách đặt X = y — — :ì phương trình (1) luôn biến đổi được về dạng chính tắc: 

3 

y 3 + py + q = 0 ( 2 ) 

a 2 2 a 3 — 9 ab 

Trong đó: p = b - —, q = c H-—— 

Ta chỉ xét p, q Ỷ 0 vì p = 0 hay q — 0 thì đưa về trường hợp đơn giản. 

Đặt y — u + v thay vào (2), ta được: 

(u + v) 3 + p(u + v) + q = 0 <=> u 3 + V 3 + (3 uv + p)(u + v) + q = 0 (3) 

Chọn u, V sao cho 3 uv + p = 0 (4). 

Như vậy, để tìm u và V , từ (3) và (4) ta có hệ phương trình: 


u 3 + V 3 — —q 

3 3 p 3 

u V — 


27 

Theo định lí Viete, u 3 và V 3 là hai nghiệm của phương trình: 

+ qX - Ể = 0(5) 


Đặt 


2 3 

A = -Ự + Ư- 
4 27 


10 
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* Khi A > 0, (5) có nghiệm: 

u 3 = — ^ + VA, V 3 = — y- — VÃ 

2 ’ 2 

Như vậy, phương trình (2) sẽ có nghiệm thực duy nhất: 

3C Khi A = 0, (5) có nghiệm kép: u — V — — 

Khi đó, phương trình (2) có hai nghiệm thực, trong đó một nghiệm kép. 




Khi A < 0, (5) có nghiệm phức. 

* p 

Gọi uị là một nghiệm phức của (5), vị là giá trị tương ứng sao cho ií 0 t’o = — V 

3 

Khi đó, phương trình (2) có ba nghiệm phân biệt. 
yi = u ữ + Vo 


V 2 = -ị(u 0 + Vo) + i^-(w 0 - Vo) 

1 V3 

ỉ/3 = 2 ( M 0 + Vo) - i-y-(u0 — Vo) 

★ Phương pháp lượng giác hoá - hàm hyperbolic: 

Một phương trình bậc ba, nếu có 3 nghiệm thực, khi biểu diễn dưới dạng căn thức sẽ liên quan 
đến số phức. Vì vậy ta thường dùng phương pháp lượng giác hoá để tìm một cách biển diễn 
khác đơn giản hơn, dựa trên hai hàm số cos và arccos 

Cụ thể, từ phương trình í 3 + pt + q = 0 (*) ta đặt t — ucosa và tìm u để có thể đưa (*) về 
dạng 


Muốn vậy, ta chọn u — 



4 cos 3 a — 3 cos a — cos 3o? 

tí 3 

và chia 2 vế của (*) cho 

w 4 


= 0 

để được 


4 cos 3 a — 3 cos a — 



0 -v^ cos 3a 



Vậy 3 nghiệm thực là 


ti 




2iĩĩ 

~ 3 ~ 


với ỉ = 0,1,2. 


Lưu ý rằng nếu phương trình có 3 nghiệm thực thì p < 0 (điều ngược lại không đúng) nên công 
thức trên không có số phức. 

Khi phương trình chỉ có 1 nghiệm thực và p V 0 ta cũng có thể biểu diễn nghiệm đó bằng công 
thức hàm arcosh và arsinh: 


*t — 


zM 

q 



cosh 


Varcosh 



nếu p < 0 và, 4p 3 + 27 q 2 > 0. 
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Xrt = —2i -■ sinh 
3 


Varsinh [ zr-.\ I - 


2p V p 


nếu p > 0 

Mỗi phương pháp trên đều có thể giải quyết phương trình bậc ba tổng quát. Nhưng mục đích 
của chúng ta trong mỗi bài toán luôn là tìm lời giải ngắn nhất, đẹp nhất. Hãy cùng xem qua 
một số ví dụ: 


Bài tập ví dụ 


Bài 1: Giải phương trình X 3 + X 2 + X = — ^ 
_3_ 


Giải 


Phương trình không có nghiệm hữu tỉ nên không thể phân tích nhân tử. Trước khi nghĩ tới 
công thức Cardano, ta thử quy đồng phương trình: 

3x 3 + 3x 2 + 3x + 1 = 0 


Đại lượng 3x 2 + 3x + l gợi ta đến một hằng đẳng thức rất quen thuộc X 3 + 3x 2 + 3x +1 = (x+1) 3 . 
Do đó phương trình tương đương: 

(x + l) 3 = —2x 3 


hay 


X + 1 = — y/2x 

Từ đó suy ra nghiệm duy nhất X — —— ^P=.D 

© Nhận xét: Ví dụ trên là một phương trình bậc ba có nghiệm vô tỉ, và được giải nhờ khéo léo 
biến đổi đẳng thức. Nhưng những bài đơn giản như thế này không có nhiều. Sau đây ta sẽ đi 
sâu vào công thức Cardano: 


Bài 2: Giải phuơng trình X 3 — 3x 2 + 4a; + 11 = 0 


Giải 


Đặt X — y + 1 . Thế vào phương trình đầu bài, ta được phương trình: 

y 3 + l.y + 13 = 0 

4 „ 4567 

Tính A = 13 2 + 4.1 3 = ^ ^ 0 
27 27 

Ap dụng công thức Cardano suy ra: 


y = 


\ 


10 , /4567 

-13 + \/ 27 3 


+ 


\ 


-13 


4567 

27 


Sưy ra X = 


\ 


_1Q , / 4567 

— 13 + \/3 


+ 




-13- 


4567 

27 


+ !.□ 


© Nhận xét: Ví dụ trên là một ứng dụng cơ bản của công thức Cardano. Tuy nhiên công 
thức này không hề dễ nhớ và chỉ được dùng trong các kì thi Học sinh giỏi. Vì thế, có lẽ chúng 
ta sẽ cố gắng tìm một con đường “hợp thức hóa” các lời giải trên. Đó là phương pháp lượng 
giác hoá. Đầu tiên xét phương trình dạng X 3 + px + q = 0 với p < 0 và có 1 nghiệm thực: 
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Bài 3: Giải phương trình X 3 + 3x 2 + 2x — 1 = 0 


Giải 

Đầu tiên đặt X = y — 1 ta, đưa về phương trình y 3 — y — 1 = 0 (1). Đến đây ta dùng lượng giác 
như sau: 


ATắ __ . , , 2 _ v ỵ 3 

Nếư \y\ < -ụ= suy ra -yỉ/ 

Phương trình tương đương: 
hay 


ựs 

< 1. Do đó tồn tại a G [0,7r] sao cho ~^~y — cosa. 


o o ít 

—7= cos a - 7= cos a — 1 = 0 

3^ V3 


cos 3 a — (vô nghiệm) 

2 _ 11 

Do đó \y\ ^ -^=. Như vậy luôn tồn tại t thoả y — ỵ=(t + -7) (*). Thế vào (1) ta được phương 
V 3 V3 t 

trình 

/ :ỉ 1 

-—7= + —-1 = 0 

3^3 3\/3í 3 

Việc giải phương trình này không khó, xin dành cho bạn đọc. Ta tìm được nghiệm: 


X — 


Vs 


yi(3^-V23)+ . = = 

ị/ị(3V3-V23)_ 

uc 1?, J_1 —1 , ^ 


- 1 □ 


© Nhận xét: Câu hỏi đặt ra là: “Sử dụng phương pháp trên như thế nào?”. Muốn trả lời, ta cần 
làm sáng tỏ 2 vấn đề: 

1) Có luôn tồn tại t thoả mãn cách đặt trên? 

' ■ 2 
Đáp án là không. Coi (*) là phương trình bậc hai theo t ta sẽ tìm được điều kiện \y\ ^ —z=. 

v3 

Thật ra có thể tìm nhanh bằng cách dùng AM-GM: 

\y\ = 


1/1 

V3\ t+ t 


= V 3 ( |t|+ w)^ 


Vậy trước hết ta phải chứng minh (1) không có nghiệm \y\ < 

v3 

2 

2) Vì sao có số —V? 

\Í3 

Ý tưởng của ta là từ phương trình X 3 +px + q = 0 đưa về một phương trình trùng phương theo 
t 3 qua cách đặt x — k ị^t + . Khai triển và đồng nhất hệ số ta được k — \j 

Sau đây là phương trình dạng X 3 + px + q = 0 với p < 0 và có 3 nghiệm thực: 


Bài 4: Giải phương trình X 3 — X 2 — 2x + 1 = 0 


Giải 


Đặt y — X — A Phương trình tương đương: 

3 7 7 

y3 - 3 y+ 27 = 
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2\/7 

Với \y\ < ~Y~ thì 


3 y 


2V7 

Thế vào (*), ta được: 


^ . r -| 3 y 2^008 0 : 

< 1. Do đó tôn tại a G [0,7ĩJ sao cho cosa = —hay y — -—-. 

2y7 3 


= _V7 
cos 3o: = — —— 
14 


Đây là phương trình lượng giác cơ bản. Dễ dàng tìm được ba nghiệm của phương trình ban 
đầu: 

' >/7' 


2\/7 


X\ = —— cos 
0 


arccos — 


14 


1 

3 


2+3 = 


2^/ĩ 


cos 


±arccos|-^ / 2?r 
3 + Y 


1 

+ 3 


Do phương trình bậc ba có tối đa ba nghiệm phân biệt nên ta không Cần xét trường hợp 

2 Ự 7 

\y\ ^ ^ . Bài toán được giải qưyết. □ 

0 

© Nhận xét: Ta cũng có thể chứng minh phương trình vô nghiệm khi \y\ + bằng cách đặt 

3 

VỸ 1 . 

y = - (t + 7) giống như bài 3, từ đó dẫn tới một phương trình trùng phương vô nghiệm. 

3 t _ 

Tổng kết lại, ta dùng phép đặt ẩn phụ y — \ị~^~ (^t + (*) như sau: 

* Nếu phương trình có 1 nghiệm thực, chứng minh phương trình vô nghiệm khi \y\ < 2 J ~^~1 
trường hợp còn lại dùng (*) để đưa về phương trình trùng phương theo t. 

+ Nếu phương trình có 3 nghiệm thực, chứng minh phương trình vô nghiệm khi \y\ + 2<J-Ệ- 

bằng phép đặt (*) (đưa về phương trình trùng phương vô nghiệm theo t). Khi \y\ ^ 2y/-^- thì 


đặt 


\y\ 


3 


= cosa, từ đó tìm a, suy ra 3 nghiệm y. 


Còn khi p > 0 không khó chứng minh phương trình có nghiệm duy nhất: 


Bài 5: Giải phương trình X 3 + 6x + 4 = 0 


Giải 

© Ý tưởng: Ta sẽ dùng phép đặt X = k ị^t — để đưa về phương trình trùng phương. Để ý 

phép đặt này không cần điền kiện của X, vì nó tương đương k{t 2 — 1) — xt = 0. Phương trình 
trên luôn có nghiệm theo t. 

Như vậy từ phương trình đầu ta được 


k 3 




- 343 (* - ỉ) + 6k (* - ỉ) 


+ 4 = 0 
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Cần chọn k thoả 3 k 3 = 6 k k = y/2 

Vậy ta có lời giải bài toán như sau: 

© Lời giải: 

Đặt X — y/2 ịt — ta có phương trình 


2y/2 - lộ + 4 = 0 4» í 6 - 1 + Vĩt 3 = 0^ íi,2 


J-i±Vs 

V V2 


Lưu ý rằng Í 1 .Í 2 = —1 theo định lý Viete nên ta chỉ nhận được một giá trị của X là 

x=ti+t2= ^-(\r^ + \ị^^)- a 

Bài 6: Giải phương trình 4x 3 — 3 X = m với \m\ > 1 


Giải 

Nhận xét rằng khi \x\ ^ 1 thì \VT\ ^ 1 < \m\ (sai) nên £ ^ 1. Vì vậy ta có thể đặt 

i= K t+ ỉ)' 

Ta có phương trình tương đương: 


l ( t3 + ề ]=m 


Từ đó: 


t — Ụm ± ~Ụm 2 — ĩ ^ ^ = 2 ( — ĩ + Ụm — ~Ụm? — 1 j . 


Ta chứng minh đây là nghiệm duy nhất. 

Giả sử phương trình có nghiệm Xo thì Xo Ệ [—1,1] vì £'o| > 1- Khi đó: 

4x 3 — 3x — 4£q — 3^0 

hay 

(x — x 0 )(4x 2 + 4xx 0 + 4xl — 3) = 0 

Xét phương trình: 

4x 2 + 4xx 0 + 4xị — 3 = 0 

có A' = 12 — 12£q < 0 nên phương trình bậc hai này vô nghiệm. 


Vậy phương trình đầu bài có nghiệm duy nhất là 

^ \fm + V r m 2 — ĩ + \fm — ~Ụm 2 — 1 j .□ 


1 

x - 2 


Bài tập tự luyện 

Bài 1: Giải các phương trình sau: 

a) X 3 + 2x 2 + 3x + 1 = 0 

b) 2x 3 + 5x 2 + 4x + 2 = 0 

c) X 3 — 5x 2 + 4x + 1 = 0 
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d) 8a: 3 + 2Ax 2 + 6x - 10 - 3\/6 = 0 
Bài 2: Giải và biện luận phương trình: 

4x 3 + 3 X — m với m G R 
Bài 3: Giải và biện luận phương trình: 

X 3 + ax 2 + bx + c = 0 


PHƯƠNG TRÌNH BẬC BốN 

[1] Phương trình dạng ax 4 + bx 3 + cx 2 + bkx + ak 2 — 0 (1) 


Ta có 

( 1 ) a(x 4 + 2 x 2 .k + k 2 ) + bx(x 2 + k) + (c — 2ak)x 2 — 0 

<í=> a(x 2 + k) 2 + bx(x 2 + k) + (c — 2ak)x 2 — 0 

Đến đây có hai hướng để giải quyết: 

Cách 1: Đưa phương trình về dạng A 2 — B 2 : 

Thêm bớt, biến đổi vế trái thành dạng hằng đẳng thức dạng bình phương của một tổng, chuyển 
các hạng tử chứa X 2 sang bên phải. 

Cách 2: Đặt y = x 2 + k=>y^k 

Phương trình (1) trở thành ay 2 + bxy + (c — 2 ak)x 2 = 0 

Tính X theo y hoặc y theo X để đưa về phương trình bậc hai theo ẩn X. 


Ví dụ: Giải phương trình: X 4 — 'ồx 3 + 21x 2 — 2Ax + 9 = 0 (1.1) 


CÁCH 1: 

(1.1) +> (x 4 + 9 + 6x 2 ) — 8(x 2 + 3) + 16x 2 — 16x 2 — 21x 2 + Qx 2 (x 2 — ẩx + 3) 2 = X 2 

5-Vũ 


< 


Cách 2: 


X 2 — 4x + 3 = X 
X 2 — 4x + 3 = —X 




X — 5x + 3 — 0 
X 2 — 3x + 3 = 0 




X — 


X — 


2 

5 + VĨ3 


(1.1) +> (x 4 + 6x 2 + 9) — 8x(x 2 + 3) + 15x 2 = 0 (x 2 + 3) 2 — 8x(x 2 + 3) + 15x 2 = 0 


Đặt y = X 2 + 3. (1.1) trở thành: y 2 — 8xy + 15x 2 = 0 +>(?/ — 3 x)(y — 5x) = 0 
Với y = 3x: Ta có X 2 + 3 = 3x: Phương trình vô nghiệm 


y — 3x 
y — 5x 


Với y = 5x: Ta có X 2 + 3 = 5x X 2 — 5x + 3 = 0 


X — 


X — 


5-VĨ3 

2 — 
5 + ^13 


,_. , .. í 5 + a/Ĩ3 5 — VĨ3 

Vậy phương trình (1.1) có tập nghiệm: s— < -—--;-—-- 

2 2 

Nhận xét: Mỗi phương pháp giải có lợi thế riêng. Với cách giải 1, ta sẽ tính được trực tiếp mà 
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không phải thông qua ẩn phụ. Với cách giải 2, ta sẽ có những tính toán đơn giản hơn và ít bị 
nhầm lẫn. 


Bài tập tự luyện 

Giải các phương trình sau: 

1) X 4 - 13x 3 + 46x 2 - 39a: + 9 = 0 

2) 2x 4 + 3x 3 — 27X 2 + 6x + 8 = 0 

3) X 4 — 3x 3 — 6x 2 + 3x + 1 = 0 

4) 6x 4 + 7x 3 — 36x 2 — 7x + 6 = 0 

5) X 4 - 3x 3 - 9x 2 - 27X + 81 = 0 


[2] Phương trình dạng (x + a)(x + b)(x + c)(x + d) — ex 2 (2) với ad — bc — m 


Cách 1: Đưa về dạng A 2 — B 2 

(2) <=> (x + px + m) (x 2 + nx + m) — ex 2 (ad — bc — m,p — a + d,n — b + c) 

n ~p\ _ 2 

— Ị = ex 


Cách 2: Xét xem X = 0 có phải là nghiệm của phương trình không. 
Trường hợp X Ỷ 0 ; 


, 2 , p+n 

<=> I X -i - Y~ x + m 


n — p \ ( 2 p + n 
———X X H- ——X + m + 


,2 , p+n 

o I X -i - 2~ x + m = 


n 


PỴ 
2 ) 


+ e 


X 


( 2 )» 



= e 


Đặt u = X + — . Điều kiện: \u\ ^ 2-v/|m| 

X 

(2) trở thành (u + p)(u + n) = e. Đến đây giải phương trình bậc hai theo u để tìm X. 


Ví dụ: Giải phương trình: (x + &){x + 6)(x — 2)(x — 12) = 25x 2 (2.1) 


CÁCH 1: 

(2.1) 4» (x 2 + lũx + 24) (x 2 - Ux + 24) = 2bx 2 

4^ (x 2 — 2x + 24 + I2x)(x 2 — 2x + 24 — 12x) = 2 ÒX 2 


44 (x 2 — 2x + 24) 2 = 169x 2 44 


X 2 — 2x + 24 = 13x 
X 2 — 2x + 24 = —13x 


X — —8 

X 2 — lhx + 24 = 0 x — _3 

^ a: 2 + Ux + 24 = 0 ^ 15 ± VĨ29 

\- X ~ 2 

Cách 2: 

(2.1) 44 (x 2 + lOx + 24) (x 2 - Ux + 24) = 25x 2 

Nhận thấy X = 0 không phải là nghiệm của phương trình. 
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24 


24 


X + — - 14 1 =25 

X 


X Ỷ 0 : (2.1) ^ [ X + — + 10 

\ X 

24 r- 

Đặt y = X + — \y\ ^ 4\/6. (2.1) trở thành: 


(ỉ/ + 10)(ỉ/ - 14) = 25 ^ (y + n)(y - 15) = 0 ^ 


2 / = -11 
2/= 15 


Với y = —11: Ta có phương trình: 
24 

£ + — = —11 <í=> X 2 + llx + 24 = 0 

X 

Với y = 15: Ta có phương trình: 

24 _ 9 

X -ị -= 15 X 

X 


lhx + 24 = 0 X = 


X = — 3 

X = — 8 

15 ± \/Ĩ29 


15 — vT29 15 + ^129] 

n ’ n 1 


Phương trình (2.1) có tập nghiệm s = < —3; —8; , 

I 2 2 

© Nhận xét: Trong cách giải 2, có thể ta không cần xét X Ỷ 0 rồi chia mà có thể đặt ẩn phụ 

y = X 2 + m để thu được phương trình bậc hai ẩn X, tham số y hoặc ngược lại. 


Bài tập tự luyện 

Giải các phương trình sau: 

1) 4(x + 5)(x + 6)(x + 10) (x + 12) = 3x 2 

2) (x + l)(x + 2)(x + 3)(x + 6) = 168x 2 

3) (x + 3)(x + 2)(x + 4)(x + 6) = 14x 2 

4) (x + 6)(x + 8)(x + 9)(x + 12) = 2x 2 

19 

5) 18(x + l)(x + 2)(x + 5){2x + 5) = -ịx 2 


[3] Phương trình dạng (x + a)(x + b) ịx + c)(x + d) — m (3) với a+b=c+d=p 


Ta có (3) -v=> (x 2 + px + ab) ( X 2 + px + cd) — m 
Cách 1: 

. , / ọ . ab + cd ab — cd\ ( 0 ab + cd ab — cd \ 

(3) Ị X 2 + px + —--1-Ị Ị X 2 + px 4--- y— = m 

( 9 . ab + cd\~ (ab — cd\ 

X +px + — I = m + Ị —I 

Bài toán quy về giải hai phương trình bậc hai theo X. 

CÁCH 2: 

p 2 

Đặt y = X 2 + px Điền kiện: y ^ — — . (3) trở thành: (y + ab)(y + cd ) = m 
Giải phương trình bậc 2 ẩn y để tìm X. 


Ví dụ: Giải phương trình: x(x + l)(a; + 2)(x + 3) =8 (3.1) 


CÁCH 1: 
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Ta có 


(3.1) ^ (x 2 + 3x)(x 2 + 3x + 2) = 8 

(x 2 + 3x + 1 — l)(x 2 + 3x + 1 + 1) = 8 


(x 2 + 3x + l) 2 

X 2 + 3x — 2 
44- o I 

X 2 + 3x + 4 


„ X 2 + 3x + 1 = 
= 9 -v=> " * 

X 2 + 3x + 1 = 

= 0 .. -3±VĨ7 

44- x — -—-— 

= 0 2 


3 

-3 


Cách 2: 

(3.1) 4» (x 2 + 3x)(x 2 + 3x + 2) = 8 

9 

Đặt y = X 2 + 3x y ^ ^ 

(3.1) trở thành: 


y(y + 2) = 8 y 2 + 2y - 8 = 0 4» 


y = 2 

y — —4(loại) 


<*y = 2 


Với y = 2: Ta có phương trình: 


, , „ „ „ —3 ± vTf 

X 2 + 3x — 2 = 0 44 a; = - — - 


Phương trình (3.1) có tập nghiệm: s = 


-3 + ^17 —3 — vTf' 

o 5 o 


Bài tập tự luyện 

Giải các phương trình sau: 


1. (x + 2)(x + 3)(x - 7)(x - 8) = 144 

2. (x + 5)(x + 6)(x + 8)(x + 9) = 40 

!' l x+ â(! + |ỷ 

4. (6x + 5) 2 (3x + 2)(x + 1) = 35 

5. (4x + 3) 2 (x + l)(2x + 1) = 810 


39879 

40000 


Nhận xét: Như dạng (2), ngoài cách đặt ẩn phụ trên, ta có thể đăt một trong các dạng 

ẩn phụ sau: 

Đặt y = X 2 + px + ab 

Đặt y = X 2 + px + cd 

* Đặt y = (x + 0 

9 , ab + cd 

Đặt y — X + px 4-—— 


[4] Phương trình dạng (x + a) 4 + (x + ò) 4 = c (c > 0) (4) 


Đặt X — y — 


a + b 
2 


(4) trở thành: 



+ 


4 


2 


y- 


2 


— c 
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Sử dụng khai triển nhị thức bậc 4, ta thu được phương trình: 

2y 4 + 3(a - b) 2 y 2 + 2 = c 


Giải phương trình trùng phương ẩn y để tìm X. 


Ví dụ: Giải phương trình: (x + 2) 4 + (x + 4) 4 = 82 (4.1) 


Đặt y = X + 3. Phương trình (4.1) trở thành: 

(y + l) 4 + (y — l) 4 = 82 

<3- (y 4 + 4 y 3 + 6 y 2 + ẩy + 1) + (y 4 — 4y 3 + 6 y 2 — 4y + 1) = 82 
2y 4 + 12y 2 - 80 = 0^ (y 2 - 4)(y 2 + 10) = 0 
y 2 = 4 y = ±2 
Với y = 2, ta được X = — 1 
Với y = —2, ta được X = — 5 
Vậy phương trình có tập nghiệm: s — { — 1; —5} 


Bài tập tự luyện 

Giải các phương trình sau: 

1. (x + 2) 4 + (x + 8) 4 = 272 

2. (x + \/2) 4 + (x + l) 4 = 33 + 12\/2 

3. (x + 10) 4 + (x - 4) 4 = 28562 

4. (x + l) 4 + (x - 3) 4 = 90 


[5] Phương trình dạng X 4 — ax 2 + bx + c (5) 


Đưa (5) về dạng A 2 = B 2 : 

(5) <=>■ (x 2 + m) 2 — (2 m + a)x 2 + bx + c + m 2 


Trong đó, m là một số Cần tìm. 

Tìm m để f(x) — (2 m + a)x 2 + bx + c + m 2 có A = 0. Khi đó, f(x) có dạng bình phương của 
một biểu thức. 


• Nếu 2 m + a < 0 : (5) (x 2 + m) 2 + g 2 (x) — 0 (với f(x) = —g 2 (x))^ 


{ X 2 + m = 0 

g(x) = 0 


• Nếu2m + a > 0 : (5) (x 2 + m) 2 — g 2 (x) (với f(x) — g 2 (x)) 


X 2 + m — g(x) 
X 2 + m — —g(x) 
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Ví dụ: Giải phương trình: x 4 + x 2 -6x + l = 0 (5.1) 


Ta có: 

(5.1) ^ X 4 + 4x 2 + 4 = 3x 2 + 6x + 3 <=> (x 2 + 2) 2 = 3(x + l) 2 

x 2 + 2 = y/3(x + 1) 
x 2 + 2 = -y/3(x + l) 

X 2 - V3x + 2-y/3 = 0 
X 2 + y/3 + 2 + y/3=0 

V3 - VÃỤầ - 5 

^ - Y 

+V4V3-5 
. x - 2 


Phương trình (5.1) có tập nghiệm: s = Ị—- 5 ; _5 

Bài tập tự luyện 


Giải các phương trình san: 

1. X 4 - 19x 2 - lOx + 8 = 0 

2. X 4 = 4x + 1 

3. X 4 = 8x + 7 

4. 2x 4 + 3z 2 - lOx + 3 = 0 

5. (x 2 - 16) 2 = 16x + 1 

6. 3x 4 - 2x 2 - 16x - 5 = 0 

Nhận xét: Phương trình dạng X 4 = ax + b được giải theo cách tương tự. 

Phương trình A = 0 là phương trình bậc ba với cách giải đã được trình bày trước. Phương 
trình này có thể cho 3 nghiệm m, cần lựa chọn m sao cho việc tính toán là thuận lợi nhất. Tuy 
nhiên, dù dùng nghiệm m nào thì cũng cho cùng một kết quả. 


[6] Phương trình dạng af 2 (x) + bf(x)g(x) + cg 2 (x) = 0 (6) 


Cách 1: Xét g(x) = 0, giải tìm nghiệm và thử lại vào (6). 


7Oẹ) 

_9( x ) 


+ 6.(M +c = 0 

g{x) 


Trường hợp g(x) Ỷ 0 ; ^ a 

f (x') v 

Đặt y — y , giải phương trình bậc hai ay 2 + by + c = 0 rồi tìm X. 

Cách 2: Đặt u — f(x),v — g(x), phương trình trở thành 

au 2 + buv + cv 2 — 0 (6*) 

Xem (6*) là phương trình bậc hai theo ẩn u, tham số V. Từ đó tính u theo V. 


Ví dụ: Giải phương trình: 20(x — 2) 2 — 5(x + l) 2 + 48(x — 2){x + 1) = 0 (6.1) 
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Đặt u — X ~ 2, V — X + 1. Phương trình (6.1) trở thành: 


2ỮIÍ 2 + 48 uv — 5v 2 = 0 (lữu — v)(2u + 5v) = 0 ^ 


10ư = V 
2 u — —5v 


7 

* Với lữií = V, ta có: 10(x — 2)=x + l0x = -ị- 

3 

Với 2 u — —5v, ta có: 2(x — 2) — —5(x + 1) X — — ệ 
Vậy phương trình (6.1) có tập nghiệm: s — 

® Nhận xét: Nến chọn y — Với f(x) và g(x) là hai hàm số bất kì (g(x) Ỷ 0), ta sẽ tạo 
được một phương trình. Không chỉ là phương trình hữu tỉ, mà còn là phương trình vô tỉ. 



Bài tập tự luyện 


Giải các phương trình sau: 

1. (x - 5) 4 - Ĩ2(x - 2) 4 + 4(x 2 -7x + 10) 2 = 0 

2. (x - 2) 4 + 3(x + 3) 4 - 4(x 2 + X - 6) 2 = 0 

3. 4(x 3 — 1) + 2(x 2 + X + l) 2 — 4(x — l) 2 = 0 

4. 2{x 2 — X + l) 2 + 5(x + l) 2 + 14(x 3 + 1) = 0 

5. (x - 10) 4 - 15(x + 5) 4 + 4(x 2 - 5x - 50) 2 = 0 


[7] Phương trình bậc bốn tổng quát ax 4 + bx 3 + cx 2 + dx + e = 0 (7) 


Phân tích các hạng tử bậc 4, 3, 2 thành bình phương đúng, các hạng tử còn lại chuyển sang vế 
phải: 

(7) 4a 2 £ 4 + 4 bax 3 + 4cax 2 + 4 dax + 4ae = 0 

(2 ax 2 + bx) 2 — (ò 2 — 4ac)x 2 — 4 adx — 4ae 

Thêm vào hai vế một biểu thức 2(2 ax 2 + bx)y + y 2 (y là hằng số) để vế trái thành bình phương 
đúng, còn vế phải là tam thức bậc hai theo x: 

f(x) — (b 2 — 4 ac — 4ay)x 2 + 2 (by — 2 ad)x — 4 ae + y 2 

Tính y sao cho vế phải là một bình phương đúng. Như vậy, A của vế phải bằng 0. Như vậy ta 
phải giải phương trình A = 0. Từ đó ta có dạng phương trình A 2 — B 2 quen thuộc. 


Ví dụ: Giải phương trình X 4 — 16a; 3 + 66x 2 — lQx — 55 = 0 (7.1) 

(7.1) 4» X 4 - 16x 3 + 64x 2 = -2x 2 + 16x + 55 

(x 2 — 8x) 2 + 2y(x 2 — 8x) + y 2 — (2y — 2)x 2 + (16 — 16 y)x + 55 + y 2 
Giải phương trình A = 0 (8 — 8 y) 2 — (55 + y 2 )(2y — 2) = 0 tìm được y = 1, y = 3, y = 29. 

Trong các giá trị này, ta thấy giá trị y — 3 là thuận lợi nhất cho việc tính toán. 
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Như vậy, chọn y — 3, ta có phương trình: 


(x 2 — 8x + 3) 2 = 4(x — 4) 2 


X 2 — 8x + 3 = 2(x — 4) 
X 2 — 8x + 3 = — 2(x — 4) 


X 2 - lOx + 11 = 0 X = 3 ± y/ũ 

X 2 — 6x — 5 = 0 x = 5± a/Ĩ4 


Phương trình (7.1) có tập nghiệm s = {3 + a/Ĩ4; 3 — \/Ĩ4; 5 + a/Ĩ4; 5 — a/Ĩ4} 

© Nhận xét: Ví dụ trên cho ta thấy phương trình A = 0 có nhiều nghiệm. Có thể chọn y = 1 
nhưng từ đó ta có phương trình (x 2 — 8x + l) 2 = 56 thì không thuận lợi lắm cho việc tính toán, 
tuy nhiên, kết quả vẫn như nhau. 

Một cách giải khác là từ phương trình X 4 + ax 3 + bx 2 + cx + d = 0 đặt X — t — ta sẽ thu được 
phương trình khuyết bậc ba theo t, nghĩa là bài toán quy về giải phương trình í 4 = at 2 + bt + c. 


Bài tập tự luyện 


1. X 4 - Ux 3 + 5Ax 2 - 38x - 11 = 0 

2. X 4 - 16x 3 + 57x 2 - 52x - 35 = 0 

3. X 4 — 6x 3 + 9x 2 + 2x — 7 = 0 

4. X 4 — lCte 3 + 29x 2 — 20x — 8 = 0 

5. 2x 4 - 32x 3 + 127x 2 + 38x - 243 = 0 


PHƯƠNG TRÌNH DẠNG PHÂN THỨC 

[1] Phương trình chứa ấn ở mẫu cơ bản 


Đặt điều kiện xác định cho biểu thức ở mẫu. Quy đồng rồi giải phương trình. 


Ví dụ: Giải phương trình: ——-b ———— = 2 (1.1) 

_ 2 — X 2x — 1 _ 

Điền kiện: X Ỷ 2; X Ỷ 2 • 

. 2x — 1 + x(2 — x) „ „ _ 9 „ 9 

(1.1) - ---44 = 2^2x-l + 2x-x 2 = 2(Ax -2-2x 2 + x) 

3x 2 — 6a: + 3 = 0y^a: = l(thỏa điều kiện) 

Vây phương trình (1.1) có tập nghiệm s = {1} 


[2] Phương trình dạng X 2 + 7 ——— 

(x + a) 2 


= 6 ( 2 ) 


( 2 )^ 




ax 


X — 


X 


(x + a) J 

2 X 2 


+ 2x. 


X + a 


+ 2 a.- 


X 


X + a 


ax 

X + a 


+ Ũj 


= b 

— b + a 2 


Ta có: 
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X 2 

Đặt y — ——— . Giải phương trình bậc hai theo y để tìm X. 
X + a 


, Ị )./' 2 

Ví dụ: Giải phương trình: * 2 + 77X7« = 7 t 2 - 1 ) 
_ [r ^ o ) _ 

Điều kiện: x^-3. 


(2.1) ^ X 




X 


3x 

X + 3 

2 N 2 


+ 6. 


X 


X + 3 


+ 6. 


X 


X + 3 


X + 3 


= 7 


= 7 


X 2 

Đặt y — Ta có phương trình 

X + 3 


ý 2 + 6y — 7 = 0 


y = l 
y = -7 


Nến y — 1: Ta có phương trình X 2 — x + 3<^x — 


1±ỰĨ3 


Nến y — —7: Ta có phương trình X 2 + 7x + 21 = 0 (vô nghiệm) 

Vậy phương trình (2.1) có tập nghiệm: 5 = 1 —ỳr- ;- 

z z 

© Nhận xét: Dựa vào cách giải trên, ta có thể không cần phải đặt ẩn phụ mà thêm bớt hằng 
số để tạo dạng phương trình quen thuộc A 2 = B 2 

Bài tập tự luyện 


Giải các phương trình sau: 
Ị 1-2 

1. X 2 + - ~ = 12 

{x + 2) 2 

_ 2 , 25x 2 

2. X 2 + 7 - —— - - — 11 

{x + 5) 2 

Qx 2 

3 -f/(^ỹ= 14 

4. !|_li4 = l 
X 2 (x - 7) 2 

9 8 

5. 77 + 1 = 


4(x + 4)- 


(2x + 5)" 


[3] Phương trình dạng 


X 2 + ni' + a 
X 2 + mx + a 


X 2 + qx + a 
X 2 + px + a 


= b (3) 


Điều kiện: 


{ a; 2 + mx + a^0 
X 2 + px + a Ỷ 0 


Xét xem X = 0 có phải là nghiệm phương trình không. 
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Trường hợp X 7 ^ 0: 

a a 

X -ị - 1-71 X -\ -b q 

(2)o ~ » • u — = h 

X + — + m X + — + p 
X X 

Đặt y = X H—Điều kiện: \y\ ^ 2-y/Ịõĩ ta có phương trình 

X 


y + n y + g 

—-b —- = 0 

y + 777 y + p 


Giải phương trình ẩn y sau đó tìm X. 


^,. 7 . ĩ - X 2 — 3x + 5 X 2 — 5x + 5 1 

Ví dụ: Giải phương trình: —--———----——— = — - (3.1) 

X 2 - 4x + 5 X 2 - 6x + 5 4 v _ 

Điều kiện: X 1, X 5. 

X = 0 không phải là nghiệm của phương trình. 

Xét X 7^ 0 : 


5 5 

X H-3 X H-5 

(3.1) ^ ị - - f ~ 

X + — — 4 X + — — 6 

X X 


1 

'I 


Đặt y = X + — |r/| ^ 2ự5,y 7 ^ 6. Phương trình (3.1) trở thành: 

X 


y-3 y-5 _ 1 2 _ 1 

y — 4 y — 6 4 ỳ 1 — lCh/ + 24 4 


= -v=b ý 2 — 10t/ + 16 = 0 


y = 2 (loại) 

y = 8 


Từ đó ta có phương trình 


X 


Q 

+ - = 8 <í=b X 2 — 8x + 5 = 0<í=bx = 4± a/ĨĨ 


X 


Vậy phương trình (3.1) có tập nghiệm: s = {4 + \/ĩĩ;4 — i/ĩĩ} 

© Nhận xét: Các dạng phương trình sau được giải một cách tương tự: 

^ rnx nx 

• l); .ưig 1: „ —7 - 3 + „ —— - J = p 


ax 2 + bx + d ax 2 + cx + d 


Dạng 2: 


ax + 77ỈX + c 


+ 


px 


ax 2 + nx + c ax 2 + ợx + c 


= b 


Bài tập tự luyện 


Giải các phương trình san: 

. 4x 3x 

^ 4x 2 - 8x + 7 + 4x 2 -10x + 7 = 
. 2x , 13x 

2) õ " —— + —7——— = 6 

; 2x 2 — 5x + 3 2x 2 + X + 3 

3x 7x 

X 2 — 3x + l~*~x 2 + x + l~ 

. X 2 — lOx + 15 4x 

^ X 2 - 6x + 15 = X 2 - 12x + 5 
X 2 + 5x + 3 X 2 + 4x + 3 

X 2 — 7x + 3 X 2 + 5x + 3 
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Tổng kết 

Qua các dạng phương trình trên, ta thấy phương trình hữu tỉ thường được giải bằng một trong 
các phương pháp: 

[1.] Đưa về phương trình tích 

[2.] Đặt ẩn phụ hoàn toàn 

[3.] Đặt ẩn phụ để đưa về hệ phương trình 

[4.] Đưa về lũy thừa đồng bậc (thường là dạng Á 2 — B 2 ) 

[5.] Chia tử và mẫn cho cùng một số 

[6.] Thêm bớt để tạo thành bình phương đúng 

Tưy nhiên, có một số dạng phương trình có những phương pháp giải đặc trưng. Những phương 
trình này sẽ được trình bày cụ thể hơn ở những phần khác. 

Bài tập tổng hợp phần phương trình hữu tỉ 


Phần 1: 

1) X 3 - 3x 2 + 18x - 36 = 0 

2) 8x 2 — 6x = ^ 

3) X 3 — 4x 2 — 4x + 8 = 0 

4) X 3 - 21x 2 + 35a: - 7 = 0 

5) X 3 — 6x 2 + 8 = 0 
Phần 2: 


1) 6x 5 - llx 4 -llx + 6 = 0 

2) (x 2 - 6x) 2 - 2(x - 3) 2 = 81 

3) x 4 + (x- l)(3x 2 + 2x - 2) = 0 

4) x 4 + (x + l)(5z 2 - 6x - 6) = 0 

5) X 5 + X 2 + 2x + 2 = 0 

6) {x 2 — 16) 2 = 16x + 1 



1 

X + 6 
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XÂY DựNG PHƯƠNG TRÌNH HỮU TỈ 

Bên cạnh việc xây dựng phương trình từ hệ phương trình, việc xây dựng phương trình từ những 
đẳng thức đại số có điều kiện là một trong những phương pháp giúp ta tạo ra những dạng 
phương trình hay và lạ. Dưới đây là một số đẳng thức đơn giản. 


4.1 Từ đẳng thức “(a + b + c ) 3 = a 3 + b 3 + c 3 + 3(a + b)(b + c)(c + a) (1) 


Ví dụ: Giải phương trình: (x — 2 ) 3 + (2x — 4 ) 3 + (7 — 3t ) 3 = 1 (1.1) 


Nhận xét: Nến đặt a = X — 2,b = 2x — 4,c=7 — 3x. Khi đó ta có phương trình: a 3 + b 3 + c 3 = 
(a + b + c) 3 . Từ đẳng thức (1), dễ dàng suy ra (a + b)(b + c)(c + a) = 0. Từ đó, ta có lời giải: 
(1) 4» (x - 2 ) 3 + (2x - 4 ) 3 + (7 - 3x) 3 = [0 - 2) + (2x - 4) + (7 - 3x)} 3 

X — 2 


<# (3x - 6)(3 - x)(5 - 2x) = 0 4» 


X — 3 
5 

x - 2 


Vậy phương trình (1.1) có tập nghiệm: s — ị 2; 3;^ 


Với bài toán trên, cách tự nhiên nhất có lẽ là khai triển rồi thu về phương trình bậc ba. Tuy 
nhiên, việc khai triển có thể không còn hiệu quả với bài toán sau: 

Ví dụ: Giải phương trình: (x 2 — 4x + l ) 3 + (8x — X 2 + 4 ) 3 + (x — 5 ) 3 = 125x 3 (1.2) 

111 1 

4.2 Từ mệnh đề - + Y + - = — —— — (a + b)(b + c)(c + a) — 0 (2) ”: 

a b c a + b + c 


Ví dụ: Giải phương trình: —+ 1 + 1 = ^— 7 ^ 

X — 8 2x + 7 òx + 8 8x + 7 


( 2 . 1 ) 


7 8 7 

Điều kiện: X 8,x — -,x Ỷ ~T. 1 X Ỷ — 0 

0 0 

Từ bài toán (2), ta có: 

(2.1) {x — 8 + 2x + 7)(x — 8 + 5x + 8)(2x + 7 + 5 t + 8)=0<^> 


1 

X — - 

3 

X = 0 
X — 


15 


( I X5 

Phương trình có tập nghiệm: s = < ^; 0; — 

4.3 Từ đẳng thức “a 3 + b 3 + c 3 — 3 abc = (a + b + c)(a 2 + b 2 + c 2 — ab — bc — ca) (3) 


Ví dụ: Giải phương trình 54x 3 — 9t + y /2 — 0 (3.1) 


Ta. tìm cách viết vế trái của phương trình dưới dạng X 3 + a 3 + b 3 — 3 abx. Như vậy thì a, b là 
nghiệm của hệ phương trình 


a 3 + b 3 = 


Vị 

54 


a 3 .b 3 = 


1 

Ĩ8 3 
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a 3 , b 3 là nghiệm của phương trình 


,2 y/2' , 1 1 , 1 

t 2 — --27-t + —= 0 t = ——^ a = b = 


54 18 2 ~ “ 54v^2 

Khi đó phương trình đã cho tương đương với 

(x + a + b) [x 2 + a 2 + b 2 — ax — bx — ab ) = 0 


3\/2 


<=> (x + — (X 2 — ~— 7 =x + = 0 

V 3 V 2 ) V 3v^2 18/ 

Vậy (3.1) có tập nghiệm s = 


X = 


X — 


3V2 

1 

3V2 


4.4 Từ bài toán “Nếu xyz = 1 


và X + y + z = 


1 . 1.1 

—I-1— 

X y z 


thì (x — l)(y — l)(z — l) = 0 (4) 


1 + „ 1 „ + ĩõx 2 - 18g + 7 (4.1) 


Ví dụ: Giải phương trình: 


lũa; 2 - llx + 3 2x - 1 5x - 3 


Điền kiện: X Ỷ X Ỷ V 
0 z 

Nhận xét: Nến đặt a — 2x — 1, b — 5x — 3, c = 

Thì ta có: abc =1 vàa + ò + c= —f - 4— 

a b c 

Từ đó (3.1) (2x - 1 - l)(5x -3-1) 


lOa; 2 - llx + 3 


lOa; 2 - llx + 3 


1=0 


44- 


X — 1 

4 

x = ì 

lOa; 2 - llx + 2 = 0 


44- 


X — 1 

4 

"5 


X — 


11 ± V4Ĩ 
"20 


4 11 ± ựịĩ 

Phương trình (3.1) có tập nghiệm: s = <( 1; -—-— 

5 20 

Qưa các ví dụ trên, ta có thể hình dung cơ bản việc sử dụng đẳng thức để xây dựng phương 
trình. Hi vọng dựa vào vốn hiển biết và khả năng sáng tạo của mình, bạn đọc có thể tạo ra 
những phương trình đẹp mắt và độc đáo hơn nữa. Sau đây là một số bài tập tự luyện từ các 
đẳng thức khác. 


Bài tập tự luyện 


1. (x - 2) 6 + (x 2 -5x + 4) 3 = (2x 2 + 3) 3 + (5 - 9x) 3 

2. (x 2 -2x + 3) 5 + (8x - x 2 + 7) 5 = (9x + 5) 5 4- (5 - 3x) 5 

3. (x 3 -5x + 4) 2 (12-7x-5x 2 ) + (x 3 + 2x 2 + 7)(7x 2 + 12x- 9) = (x 3 + 7x 2 + 7x-5) 2 (2x 2 + 5x + 3) 

4. (x - 5) 4 (4 x - X 2 ) + (2x + 7) 4 (x 2 - 3x + 12) = (x 2 - 2x + 7) 4 (12 4- x) 

(x 2 — 5x 4- 3) 3 (x 2 4- 4x — l) 3 (7x — 4) 3 

' (4 — 9a;)(a; 2 — 12a; 4- 7) + (9x - 4)(a; 2 - 3a; 4- 3) + (12a; - 7 - a; 2 )(-á; 2 + 3a; - 3) = 




Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


29 


0 I I I 

x 2 + 4x + 3 t X 2 + 8x + 15 X 2 + 16x + 63 

7. (x 2 — 8x + 5) 7 + (7x — 8) 7 = (x 2 — X — 3) 7 


MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH BẬC CAO 

Nhà toán học Abel đã chứng minh rằng không có công thức nghiệm tổng quát cho phương 
trình bậc cao (> 4). Đây cũng không phải là dạng toán quen thuộc ở phổ thông. Vì thế bài 
viết này chỉ đề cập đến một số phương trình bậc cao đặc biệt, có thể giải bằng biến đổi sơ Cấp. 


Bài 1: Giải phương trình X 5 — X 4 — X 3 — llx 2 + 25x — 14 = 0 

Giải 

Phương trình đã cho tương đương 

(x 5 — 2x 4 ) + (x 4 — 2x 3 ) + (x 3 — 2x 2 ) + (— 9x 2 + 18x) + (7x — 14) = 0 
(x — 2)(x 4 + X 3 + X 2 — 9x + 7) = 0 

X = 2 V X 4 + X 3 + X 2 — 9x + 7 = 0 (*) 

Xét (*) ta có 

(*) <=> (x 4 + X 3 + X 2 — 9t + 6) + 1 = 0 

(x 4 — X 3 + 2x 3 — 2x 2 + 3x 2 — 3x — 6x + 6) + 1 = 0 
(x — 1) 2 (t 3 + 3x + 6) + 1 = 0 (vô nghiệm) 

Vậy phương trình có tập nghiệm s — {2} □ 


Bài 2: Giải phương trình x 6 — 7x 2 + \/6 = 0 (*) 


Giải 

Rõ ràng ta không thể đoán nghiệm của phương trình này vì bậc cao và hệ số xấu. Một cách tự 
nhiên ta đặt y/õ = a. Lưu ý rằng ta hi vọng có thể đưa (*) về phương trình bậc hai theo a, do 
đó ta phân tích 7 = a 2 + 1. Công việc còn lại là giải phương trình này: 

Đặt \/6 = a, khi đó 

(*) X 6 — x 2 (a 2 + 1) + a = 0 a 2 x 2 — a + X 2 — X 6 = 0 (*) 

(*) có: A = 1 + ẩx 2 (x 6 — X 2 ) — {2x 4 — l) 2 nên có nghiệm: 

( «1 = X 2 

1 — X 4 

X 2 


ct 2 — 
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Giải 

Do X = 0 không thoả (*) nên X 7 ^ 0. Viết lại (*) dưới dạng 

, , 15 3 , 2\/Ĩ7 17-2 

X 3 + = — & X 3 + = —— 

x á X x đ X 

Đặt a — ỰĨ7 > 0 ta có phương trình 

X 3 + ~r = - -— x 2 a 2 — 2 a — X 6 — 2x 2 — 0 (**) 

x đ X 

Coi (**) là phương trình ẩn a ta tìm được nghiệm 



Giải 


Đặt f(x) = X 5 - 5x 4 + 30a; 3 - 50x 2 + 55a: - 21. 

Ta có f(x) — 5x 4 — 20a: 3 + 90x 2 — 100x + 55 = 5(x 2 — 2x + 3) 2 + 10(2x — l) 2 > 0 Vx, do đó 
phương trình f(x) = 0 có không quá 1 nghiệm. 

Ta sẽ chứng minh nghiệm đó là X — 1 + \/2 — ỰẴ + v^8 — \/Ĩ6: 

Đặt 

X = 1 + ự2 - ựl + >^8 - v^ĩẽ 
^ \Ỉ2x = ự2 + \fị - + v^ĩẽ - 2 

^ X + \Í2x = 2\Í2 -1^1 + 1 = ự2{2 - x) 

^ (x + 1) 5 = 2(2 -xf 

Khai triển biểu thức trên, sau đó rút gọn, ta được phương trình: 

X 5 - 5x 4 + 30x 3 - 50x 2 + 55x - 21 = 0 
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Vậy ta có điều phải chứng minh. □ 

Bài 5: Chứng minh phương trình sau có 7 nghiệm thực: 

g(x) = X 9 - 9x 7 + 3x 6 + 27x 5 - 18x 4 - 27x 3 + 27x 2 - 1 = 0 0) 

Giải 

Đặt f(x) = X 3 — 3x + 1 thì g(x) — f(f(x)). Ta sẽ tìm nghiệm của g'(x) — f'(x).f'(f(x)): 

Nghiệm của f(x) là: f(x) = 0 3x 2 — 3x = 0 X = ±1. 

tK- Để tìm nghiệm của f'(f(x )) ta tìm nghiệm của f(x) — —1 và f(x) — 1: 

• f(x) = — 1«I 3 - 3x + 2 = 0y»a:G {—2; 1} 

• f(x) = 1 X 3 — 3x = 0 X G {0; ±^/ 3 } 

Như vậy tập nghiệm của phương trình g’(x) = 0 là {-2; —v/3; -1; 0; 1; v^}. 

Suy ra g(x) có tối đa 7 nghiệm. Lại có: 

( 

g(x) —> —00 khi X —> —00 

g(— 2) = 3 > 0 g(x) có 1 nghiệm trong (— 00 ; —2) 

g(~v 3) = — 1 < 0 g{x) có 1 nghiệm trong (—2; —y/3) 

g(— 1) = 19 > 0 =>■ g{x) có 1 nghiệm trong (—\/3; —1) 

ỡ(0) = — 1 < 0 =>■ g(x) có 1 nghiệm trong (—1; 0) 

g( 1) = 3 > 0 => g(x) có 1 nghiệm trong (0; 1) 

g(V 3) = — 1 < 0 g(x) có 1 nghiệm trong (1; \/3) 

g(x ) —> -Ị -00 khi X —> +CX) =>■ g(x) có 1 nghiệm trong (\/3; + 00 ) 

Như vậy g(x) — f(f(x)) có 7 nghiệm thực. □ 
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Chương II: PHƯƠNG TRÌNH, HỆ PHƯƠNG 
TRÌNH CÓ THAM SỐ 


PHƯƠNG PHÁP SỬ DỤNG ĐẠO HÀM 

Lý thuyết 

Đối với bài toán tìm điều kiện của tham số để phương trình f(x ) = giyn) có nghiệm miền D ta 
dựa vào tính chất: phương trình có nghiệm khi và chỉ khi hai đồ thị của hai hàm số y = f(x ) 
và y = g(m ) cắt nhau. Do đó để bài toán này ta tiến hành theo các bước sau: 

Bước 1: Lập bảng biến thiên của hàm số y = f(x) . 

Bước 2: Dựa vào bảng biến thiên ta xác định m để đường thẳng y — g(m) cắt đồ thị hàm số 

y = f(x). 

Chú ý : Nến hàm số y = f(x) liên tục trên D và m = Min f(x) , M — M&xf(x) thì phương 
trình: k — f(x) có nghiệm m ^ k ^ M 
Sau đây là một số bài tập ví dụ: 

Bài tập ví dụ 


Bài l:Tìm m để phương trình \/x 2 + X + 1 — \/ X 2 — X + 1 = m có nghiệm. 


Giải 


Xét hàm số f(x) — \Jx 2 + X + 1 — \J X 2 — X + 1 với sễKcó 

CÍTÌ _ 2x + 1 2x — 1 

2\/x 2 + X + 1 2\[x 2 — X + 1 

Ta sẽ tìm nghiệm của f'(x): 


f/ ,s _ „ ^ 2x + l 2x - 1 

f (x) = 0 ——F= -—= — , ~ =—= = 0 

2\/x 2 + X + 1 2 \Jx 2 — X + 1 

(2x + l)Vx 2 — X + 1 = (2x — l)\/x 2 + X + 1 







3 

4 


Thử lại ta thấy X = 0 không là nghiệm của f'(x). Suy ra f'(x) không đổi dấu trên M, mà 
/'(0) = 1 > 0 =>■ f'(x) > 0\/x e M . Vậy hàm số f(x) đồng biến trên M. 

Mặt khác: lim f(x) — lim — = = 1 và lim f(x) — —1. 

x^+oo x^+oo -\-X + l + Vx 2 — X + l x^-oo 


32 
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Dựa vào bảng biến thiên ta thấy phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi m G (—1; 1) □ 


Bài 2: Tìm m để phương trình \/x 2 + 1 — y/x — m có nghiệm 


Giải 

ĐKXĐ: X > 0 

Xét hàm số f(x) — \/ X 2 + 1 — y/x với X ^ 0 ta có f(x) liên tục trên [0; +oo) 
Lại có: f'(x) — - = — < — = 0 \/x > 0. 

2 tỉ(J + ĩf 2v^ 2^ 

__ ..1 • 1 rn . _ 


Sưy ra hàm số f(x) nghịch biến trên [0; +oo) 

Mặt khác: lim f(x) — 0 

X —>-+oo 

Do đó phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi m G (0; 1] □ . 

© Nhận xét: Đôi khi ta phải tìm cách cô lập m để đưa phương trình về dạng trên. 


Bài 3: Tìm m để phương trình sau có nghiệm: \Jx^ — Ĩ3x + m + X — 1 = 0 (*) 


Ta có: 


(*) \/X A — 13a; + m + x — 1 — 0 


Giải 


1 — X > 0 


1 > X 


X A — 12)X + m — (1 — x) 

Xét hàm số f(x) — 4x 3 — 6x 2 — 9x với X ^ 1 
Ta có: f'(x) — 12x 2 — 12x — 9, f'(x) = 0 <=> 


. 'O- 

4 1 Q™ I ™ - ơ I 4 x 3 _ q x 2 _ ỹ x — l _ m 


3 

x ~ 2 
x = -ị 


Dựa vào bảng biến thiên suy ra phương trình có nghiệm khi và chỉ khi rn ^ □ 


Bài 4: Tìm m để phương trình sau có nghiệm: Xy/x + y/x + 12 = m(y /5 — X + — x) 


Giải 


ĐKXĐ: X e [0; 4]. 

Khi đó phương trình tương đương với 


[x\fx + \J X -V 12)(\/5 — X — \J4 •— x) — m 

Xét hàm số f(x) — (xựx + \J X + 12)(\/5 — X — \J4 — x) liên tục trên đoạn [0; 4]. 
Ta có: /'(X) = Qyĩ+ ỹ=) - ịỹý > 0 i°' 4 1 

Vậy f(x) là hàm đồng biến trên [0; 4]. 

Sưy ra phương trình có nghiệm khi và chỉ khi 2y / 3(v / 5 — 2) ^ m ^ 12 □ . 


Bài 5: Tìm m để hệ sau có nghiệm: (*) 


2 ” < (ỉ) 

o™2 _ ™ 


4—bx 


3x 2 — mx\fx + 16 = 0 
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Giải 


Ta có: 


(*) 




X 2 ^ —4 + 5x 

3x 2 — mx\fx + 16 = 0 




X G [1; 4] 

3x 2 — mx\fx + 16 = 0 


=> rn — 


3x 2 + 16 
xựx 


Xét f(x) = 


3x 2 + 16 


X\ X 


với X G [1; 4]. Ta có: 


f'(x) = 


6 x 2 ựĩ - ịv^(3x 2 + 16) _ 3 \fx(x 2 - 16) 
X 3 2x 3 


< OVx G [1; 4] 


Như vậy m — f(x) nghịch biến trên [1; 4], do đó /(4) + rri + /(1) =>• 8 ^ m ^ 19 
Vậy hệ có nghiệm khi và chỉ khi m G [8; 19] □ 

© Nhận xét: Khi gặp hệ phương trình trong đó một phương trình của hệ không chứa tham số 
thì ta sẽ đi giải quyết phương trình này trước. Từ phương trình này ta sẽ tìm được tập nghiệm 
(đối với hệ một ẩn) hoặc sẽ rút được ẩn này qua ẩn kia. Khi đó nghiệm của hệ phụ thuộc vào 
nghiệm của phương trình thứ hai với kết quả ta tìm được ở trên. 


Bài 6: Tìm m để hệ sau có nghiệm: 


7 2x+VT+ĩ _ 7 2+VT+ĩ 2007a: V 2007 

X 2 — (m + 2)x + 2 m + 3 = 0 


Giải 


Ta có: 


7 2x+VT+ĩ _ 7 2+VT+ĩ _|_ 2007x < 2007 =» 7 2 +v / ĩ+ĩ( 7 2 x +2 _ 1 ) ^ 2007(1 - x) (*) 

+ Nếu X > 1 => Y 2 +v^+ĩợ 2 x -2 _ 1) > 0 > 2007(1 — x).Suy ra (*) vô nghiệm. 

+ Nếu X ^ 1 =+ 7 2 +y/x+ĩợ 2 x -2 _ 1) ^ 0 ^ 2007(1 — x). Suy ra (*) đúng . 

Suy ra hệ có nghiệm khi và chỉ khi phương trình X 2 — (m + 2)x + 2 m + 3 = 0 có nghiệm với 

_ 2x 3 

X G [—1; 1], hay phương trình m = -—— có nghiệm với X G [—1; 1]. 

X 2 

_ *2iX ~ I - 3 

Xét hàm số f(x) — — — —- — với X G [—1; 1], có 

/+) = * = 

(x-2) 

Dựa vào bảng biến thiên suy ra hệ có nghiệm khi và chỉ khi m ^ 2 — y/3. 


Bài 7: Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm: (*) 


X — y + m = 0 

y + y/xỹ = 2 


Giải 
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ĐKXĐ: xy ^ 0. Từ hệ ta cũng có y 7 ^ 0. 

X — y + m = 0 


X — y + m — 0 

(*) 4» ^ __ -v^ < X = 

ựxỹ = 2 -y 


y 2 - ẩy + 4 


y 


m — y 


y 2 — 4y + 4 % — 4 


y 


ỉ/ 


(y< 2 ) 


2/^2 


„ 47/ — 4 y rt/ \ 4 , ^ 

Xét hàm số f(y ) = —-(y ^ 2) ta có f'(y ) = — > 0 Vy 7 ^ 0, suy ra hàm số /(y) đồng biến 

y y 2 

trên các khoảng (—oo; 0) và (0; 2]. 

Mặt khác, lim f(y) — 4, lim f(y) — — oo; lim f(y) — +CX) 
y-t —oo y-»0+ y^t 0“ 

Suy ra hệ có nghiệm khi và chỉ khi m G (—oo; 2] u (4; Too) □ 

Bài 8 : Tìm m để phương trình có đúng hai nghiệm phân biệt: 

VX 4 — 4x 3 + IQx + m + \/ X 4 — 4x 3 + 16x + m — 6 (*) 


Giải 


Ta có: 

(*) \JX 4 — 4x 3 + 1&X + m — 2 <{=>■ m — —X 4 + 4x 3 — 1&X + 16 
Xét hàm số f(x) — —X 4 + 4x 3 — 16x + 16 với X G M. Ta có: 


f(x) — —4x 3 + 12x 2 — 16; f(x) = 0 =>■ 


x = — 1 
X = 2 


Dựa vào bảng biến thiên suy ra phương trình có hai nghiệm phân biệt khi và chỉ khi m < 27. 


Bài 9: Tìm m để phương trình m\J'x 2 + 2 = X + m (*) có ba nghiệm phân biệt. 


Giải 


Từ (*) ta có: (*) -v^ m — 7 —- 

v 7 v 7 ựx^+2-l 

òc 

Xét hàm số: f(x) — 7 - với ĩễK. 

v 7 VP T2-1 

Ta có: f'(x) = - ^ f'(x) = 0 -v=> X = ±\Í2 . 

V^+2(V^+2-lý 

Dựa vào bảng biến thiên phương trình có nghiệm khi và chỉ khi — \[2 < m < y/2 □ 


Bài 10: Tìm m để phương trình: mx 2 + 1 = cosa: (*) có đúng một nghiệm X G 


0 ; 


7T 


Giải 


Ta thấy để (*) có nghiệm thì m ^ 0. Khi đó 


mx 2 + 1 = cos X => ni — 


cos x — 1 


-2 m — 


X* 


. ->x 

sin - 
2 

X 2 

T 
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Xét hàm số /(í) = —ịp— với t e ^0; -ịj 
Ta có 

... 2t 2 sin t cos t — 2ísin 2 í 2siní(ícosí — sin í) sin2í(í — tan í) ( 7T\ 

f(t)= —^- ;r—= i 3 — <ovte (° ; h) 

Suy ra hàm số /(í) nghịch biến trên (0; !). 

Dựa vào bảng biến thiên suy ra phương trình có đúng một nghiệm trên (0; |) khi và chỉ khi 

8 „ , 1 1 

— < — 2 m <1 => —- < m < -- □ 

7 T 2 2 7T^ 


Bài 11: Tìm m để hệ phương trình có ba cặp nghiệm phân biệt: 


(*) 


3(x + l) 2 + y — m = 0 
X + ựxỹ — 1 


Giải 


Điều kiện xy ^ 0 
Ta có 


3(a; + l) 2 + y = m 

y/xỹ — 1 — X 

m — 3 = 3x 2 + 6x + 


ị 3(x + l) 2 + y = m 
X 2 — 2x + 1 


< y = 


X 


_ ofm , ^2 , X 2 -2x + l 

m — i{x + 1) H- 

X 




X 2 — 2x + 1 


Xét hàm số: f(x) — 3x 2 + 6x + 


X 


X 2 — 2x + 1 




ịx ^ 1) ta có 


, 6x 3 + 7x 2 — 1 

/ (z) = --y- 

x z 


= 0^ 



Dựa vào bảng biến thiên ta thấy hệ phương trình có ba nghiệm phân biệt khi 
me [-4;=p]u[f;12] □ 

© Nhận xét: Khi đặt ẩn phụ ta phải tìm miền xác định của ẩn phụ và giải qưyết bài toán ẩn 
phụ trên miền xác định vừa tìm. Cụ thể: 

* Khi đặt t — u(x)(x e D), ta tìm được t e Dị và phương trình f(x,m) — 0 (1) trở thành 
g(t,m ) =0 (2). Khi đó (1) có nghiệm X e D (2) có nghiệm t e Dị. 

* Để tìm miền xác định của t ta có thể sử dụng các phương trình tìm miền giá trị (vì miền xác 
định của t chính là miền giá trị của hàm u(x)). 

* Nến bài toán yêu cầu xác định số nghiệm thì ta phải tìm sự tương ứng giữa X và t, tức là mỗi 
giá trị t e Dị thì phương trình t — u(x) có bao nhiêu nghiệm X e D. 


Bài 12: Tìm m để phương trình rri(ựx — 2 + 2\/X 2 — 4) — y/x + 2 = 2v / 'x 2 — 4 có nghiệm 
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Giải 


ĐKXĐ; X > 2 

Ta thấy X = 2 không là nghiệm của phương trình nên ta chia hai vế phương trình cho \Jx 2 — 4: 



a; + 2 


£ 


Đặt t — 


X + 2 


a; 


(í > 1). Khi đó (*) trở thành: m ( ^ + 2 


t 


= 2(») 


t = 2 <=> m = 


Ị- . Ợ/ •)/'- . ••>/ . 2 

Xét hàm số /(í) = (t > 1) ta có /'(í) = —- - > 0 Ví > 1. 


2 í+ 1 


(2í + iỵ 


t 2 + 2t 
2t + l' 


Vậy hàm số f(t ) đồng biến trên (1; Too). 

Vậy phương trình có nghiệm khi và chỉ khi m > 1 □ 

© Nhận xét: Trong các bài toán trên sau khi đặt ẩn phụ ta thường gặp khó khăn khi xác định 
miền xác định của t . Để tìm được điều kiện của ẩn phụ t, chúng ta có thể dùng công cụ hàm 
số, bất đẳng thức, lượng giác hóa... 


Bài 13: Tìm m để phương trình logg X + ^/logg X + 1 — 2 m — 1 


= 0 có nghiệm trên 


1 ; 3 ^ 


Giải 


Đặt t — y/logg X + 1. Do X G 1; 3^ => 1 ^ í ^ 2 
Phương trình đã cho trở thành: t 2 + t — 2 m + 2 

Xét hàm số /(í) — t 2 + t với 1 ^ t ^ 2, ta thấy /(í) là hàm đồng biến trên [1; 2] 
Vậy phương trình có nghiệm khi và chỉ khi 2 V 2 m + 2^6<t4>0^m^2 □ 


Bài 14: Xác định m để hệ sau có 2 nghiệm phân biệt 

Ị + 1) - logyãOr - 1) > log 3 4 

1 log 2 (x 2 - 2x + 5) - mlog (x 2_ 2x+5) 2 = 5 


Giải 


x + 1 


Điều kiện : x > 1. Từ bất phương trình thứ nhất của hệ ta có: lơgy/g Y > logy^ ^>IE (1; 3) 


Đặt t — \og 2 (x 2 — 2x + 5)(í G (2; 3))và phương trình thứ hai của hệ trở thành 


t + Ỵ — 5 ^ t 2 — 5t — —m 


Từ cách đặt t ta có: Với mỗi giá trị t G (2; 3) thì cho ta đúng một giá trị X G (1; 3). Suy ra hệ có 
2 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi phương trình t 2 — 5t — —rn có 2 nghiệm phân biệt t G (2; 3). 

_ ’ 5 

Xét hàm số /(í) — t 2 — 5t với t e (2; 3). Ta có f(t) = 2t — 5; f(t) = 0 t = Dựa vào bảng 
biến thiên ta có, hệ phương trình có 2 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi m G (6; □ 


Bài 15:(Đề thi ĐH khối B - 2004) Tìm m để phương trình có nghiệm: 
_ m(V 1 + X 2 — Vl — X 2 + 2) = 2vT— x a + Vl + X 2 — Vl — X 2 (*) 
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Giải 

X 2 ) (1 + X 2 ) = 1 — X 4 và 1 — X 2 + 1 + X 2 = 2 nên ta có phép 


o _ —t 2 + t + 2 . 

t + t + 2 = m (1) 

Do vTTã? ^ a/1 — X 2 => í 0 

Mặt khác: t 2 — 2 — 2\/l — X 4 V 2 í V \/2 

—/2 —1— / —2 _ —— a/ 

Ta xét hàm số: / (í) =-——--, Ví E [0; \/2l, ta c ó:f'(t) = —- ——y- ^ 0 

JU í+ 2 ’ L ’ J ’ J K J (í + 2) 2 

Vậy hàm f(t) nghịch biến trên đoạn [0; \/2]. Mà hàm số liên tục trên [0; y/2ị nên phương trình 

đã cho có nghiêm X khi phương trình (1) có nghiệm t G [O; >/ 2 ]. 

Điều này tương đương với: 

min / (í) V m V max / (í) Ví e 0; ^ m ^ f (0) 

Vậy các giá trị m cần tìm là \[2 —IV ĩĩt ^ 1 □. 


Điều kiện: — 1 V X V 1 

Trước tiên, ta nhận thấy rằng: (1 — 

đặt ẩn phụ như sau: 

Đặt t — \fĩ + X 2 — y/ĩ — X 2 
Phương trình đã cho trở thành: 

m (t + 2) = 


Bài 16: Tìm m để phương trình saư có nghiệm: 


+ y/x + 12 = m (a/5 — X + \Jị — x) 


Cũng giống như những bài toán trước, ờ bài này ta nghĩ ngay là phải đưa bài toán về dạng 
/ (x) — m rồi sử dụng tương giao giữa 2 đồ thị và suy ra điều kiện m. 

Ta giải bài toán như sau: 

Điều kiện: 


Phương trình đã cho tương đương với: 


xựx + y/x + 12 


x 5 — X + \/4 — X 


,, ì xựx + ựx + 12 
Đặt / (x) — 7 = — — 7 Vc G 0; 4 

Tuy nhiên, nếu đến đây ta khảo sát hàm số này thì có vẻ khá phức tạp và dài dòng. Vì vậy ta 
sẽ giải quyết theo một hướng khác. Để ý rằng, ta có tính chất sau: 

✓ f (x^) X N X s f («2?) V 

Với hàm số y = — 7 — 7 . Nếu y — f (x) đồng biến và y = g (x) nghịch biến thì y — 7—7 đồng 

ỉ(ỉ) 9 (x) 

biến. 

Ta vận dụng tính chất trên như sau: 

Xét hàm số g (x) — Xy/x + \Jx + 12 ta có: 

3 ’ 2 

oTx) = ^rựx + -— . > 0 nên hàm g(x) là đồng biến. 

y ’ 2 v 2V^TĨ2 yv ' & 

Xét hàm số h(x) = ỰE — X + \/ẩ — X ta có: 

1 1 v 

/iqx) = — = — : < 0 nên hàm /t(x)là nghịch biến 

z\/5 — X Zy 4 — X 
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Vậy, theo tính chất trên ta có hàm y = 7 - 7 —[ đồng biến \/x G [0; 4]. 

n (£) 

Do đó phương trình f(x) — m có nghiệm khi và chỉ khi 
/(0) < rn < /(4) 4» 2 (ựĨ5 - y/Ĩ2) ^ m ^ 12 □. 

Bài 17: Giải và biện luận phương trình sau theo m: 

_ VX 2 — 2x + m 2 = Ịrr — 1 | — m ( 1 ) 


Xét X ầ 1 ta có: 


( 1 ) -v=> \4r 2 — 2x + m 2 = a; — 1 — m -v^ 


X — 1 — m ^ 0 

X 2 — 2x + m 2 = (x — 1 — m) 2 


X ^ 1 + m 
2rnx — 2 m + 1 


Nếu m = 0: hệ trên vô nghiệm 

ATX . - * 2 m +1 

* Nền m Ỷ 0 =>■ X = ——— 

2 m 

m ^ 2m + 1 -2m 2 +1 ^ „ \/2_ . _ Vã 

Ta có X ^ 1 + m ——-— ^ 1 + m ^ 0 m ^ V 0 < m < —— 

2 m 2 m 2 2 

2 m + 1 " 

Lại có X ^ 1 =4» ——— ^ 1 -v^ m > 0 
2m 

Vĩ 

Kết hợp điều kiện trên ta có 0 < m < 

- Xét X < 1: 


(1) 43- \/x 2 — 2x + m 2 = 1 — X — m -v^ 


1 — X — m ^ 0 

X 2 — 2x + m 2 = (1 — X — mý 


2rnx — 2 m — 1 

X < 1 — m 


Kết luận: 

Nếu m — 0: hệ vô nghiệm 
, 1 

tK- Nêu 0 < m < - V m > 3: phương trình có 2 nghiệm:x = 
3 

Nếu m — 3: phương trình có nghiệm duy nhất X — — 1 

, 1 ^ 

* Nêu m = -: phương trình có nghiệm duy nhất X — l.n 
3 

Bài 18: Tìm m để phương trình sau có nghiệm 


1 + m ± V—3m 2 + 10 m — 3 
1 — m 


+ (x 2 + x + l) 2 = (x 2 + l) 2 + m{x 2 — X + 1 )" 


Để ý rằng: (x 2 + l ) 2 — X 2 = (a : 2 + £ + 1) (x 2 — X + 1) 

Do đó, phương trình đã cho tương đương với: 

{x 2 + X + l ) 2 = (x 2 + X + 1) (x 2 — X + 1) + m{x 2 — x + ìý 


Do X 2 — X + 1 > 0, Va; nên chia hai vế của phương trình cho X 2 — X + 1 ta được: 

{ X 2 + X + l\ 2 X 2 + X + 1 

Ị ----- Ị — ----- = ỴỴị 

\x 2 — X + 1 J X 2 — X -\-l 
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X 2 + X+ll^ Ê _ n 
Đặt t = ị < t < 3 

ar — X + 1 3 

Phương trình trên trở thành: t 2 — t — m 


Đây là một phương trình bậc hai đơn giản nên việc khảo sát xin dành cho bạn đọc. 

Điền lưu ý ở đây là điều kiện của t. Thực chất ở đây ta đã tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất 

của biểu thức x x (có thể dùng phương pháp miền giá trị). 

X 2, — X + 1 


Bài 19: Tìm m để hệ san có nghiệm thực: 


( 1 1 


X -\ - f- y + - = 5 

J 

X y 

\ 

.. 1 ,1 


X -\— - + y' -\ — - — 15 m — 10 

x đ yi 


Giải 


Cách 1: 

Nhìn vào hệ này, ta thấy ngay được hướng đi là phải đặt ẩn phụ vì giữa các đại lượng X + 
1 

và a: 3 + dường như có mối liên hệ với nhau. Với ý tưởng đó, ta có phép đặt như sau: 

x d 


Đặt 


Ta có 


a = X H — 


X 

1 > 

(l«l > 

b = y+- 


y 


í , 1 

/ 

a; 3 + -- = 
1 x á 

( X + 

.. 1 

/ 

U + 3 = 

[y + 

V y 3 

V 


1 

X 

1 

ỹ 

Khi đó, hệ đã cho trở thành: 


3 1 X + 3 

X 


3 Ỉ/+5 
y 


— a 3 — 3 a 

— b 3 — 3 b 


1 

X 


a + b = 5 í a + 6 = 5 

< 

a 3 + 6 3 — 3 (a + b) = 15 m — 10 \ab = 8 — m 


Dễ thấy a, b là nghiệm của phương trình X 2 — 5X + 8 — m = ()<=> X 2 — 5x + 8 = m (1) Xét 
hàm số / (V) = X 2 — 5X + 8, |X| ^ 2, ta có: 

/' (X) = 2X -5=>f'(X) = 0& X = ị 

Từ đó, kẻ bảng biến thiên và chú ý rằng hệ đã cho có nghiệm thực khi và chỉ khi phương trình 
(1) có nghiệm |X| ^ 2. Ta tìm được: ^ m ^ 2 V m ^ 22. 


Cách 2: 

Ta nhận thấy rằng ở phương trình thứ nhất không có chứa tham số nên ta sẽ xuất phát từ 
phương trình này. Khai triển phương trình này ra, ta được: 


X 3 — y 3 + 4 (x — ỳ) = 9y + 8 — 3x 2 + Qy 2 X 3 + 3x 2 + 4x = y 3 + 6 y 2 + 13 y + 8 
^ (x + l) 3 + (x + l) = {y + 2) 3 + (y + 2) 

Xét hàm số / (í) — t 3 + t, dễ thấy là hàm số này đồng biến nên 

f(x+l) = f(y + 2)<=>x+l=y + 2<^>x = y+l 
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Từ đây, thay X — y + 1 vào phương trình thứ hai ta được: 

\/l5 + 2 y -y 2 = 2m + y/ A - y 2 <=> a/(5 - y) (y + 3) - a/4 - y 2 = 2 m 

Đến đây ý tưởng đã rõ, ta chỉ cần chuyển về tương giao giữa hai đồ thị. 

__ { X 3 + (y + 2) X 2 + 2xy = — 2m — 3 

Bài 20: Tìm m đế hệ sau có nghiệm thực: < 

1 X 2 + 3 X + y = m 


Giải 

© Ý tưởng: ở hệ này ta quan sát thấy bài toán còn chưa rõ đường lối nào vì cả hai phương 
trình trong hệ đền chứa đến tham số m. Vì vậy để đi đến hướng giải quyết tốt ta nên bắt đầu 
phân tích hai vế trái trong hai phương trình trong hệ. Cụ thể ta có: 

X 3 + (y + 2) X 2 + 2 xy = X 3 + yx 2 + 2x 2 + 2 xy = X 2 (x + y) + 2x (x + ỳ) = (x + y) (x 2 + 2x) 

Mặt khác: 

X 2 + 3x + y = X 2 + 2x + X + y 

Rõ ràng ở bước phân tích này ta đã tìm ra lối giải cho bài toán này đó chính là đặt ẩn phụ. 

© Lời giải: 

í a = X 2 + 2x ^ — 1 

Đặt: < ta có hệ phương trình 

1 b — X + y 

Ị a + b = m Ị a 2 — 3 = (a + 2) m (1) 

[ ab — —2 m — 3 yb = m — a 

a 2 _ 3 

Từ phương trình (1) trong hệ ta có: —-rì- = m (2) 

ũ’ T 2 

Hệ đã cho có nghiệm khi và chỉ khi phương trình (2) có nghiệm a ^ —1. 

X 2 — 3 

Xét hàm số: / (x) — rì—-rì- với i)-l 
Jyj x+2 

Đến đây ta chỉ Cần lập bảng biến thiên. Công việc tiếp theo xin dành cho bạn đọc. 

Bài tập tự luyện 

Bài 1: Tìm m để phương trình tan 2 x + cot 2 x + m(eot X + tan x) = 3 có nghiệm 

Bài 2: Tìm m để phương trình yjx + \J X + 9 = -ự9 X — X 2 + m có nghiệm 

Bài 3: Tìm m để phương trình y/3 + X + X + 6 — a/18 + 3x — X 2 — m có nghiệm 

Bài 4: Tìm m để phương trình X 3 — 4mx 2 + 8 = 0 có 3 nghiệm phân biệt. 

Bài 5: Tìm m để phương trình X 3 + 3x 2 + (3 — 2 m) X + m + 1 = 0 có đúng một nghiệm lớn 
hơn 1. 

Bài 6: Tìm m để phương trình sau có đúng 2 nghiệm thực phân biệt: 

4x 2 — 2 mx + 1 = 3^8x 3 + 2x 
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PHƯƠNG PHÁP DÙNG ĐỊNH LÝ LAGRANGE-ROLLE 
Lý thuyết 

★ Định lý Rolle: : Nếu f(x) là hàm liên tục trên đoạn [a; b], có đạo hàm trên khoảng (a; b ) 
và f(a) — f(b) thì tồn tại c G (a; b ) sao cho f'(c) = 0. 

Từ đó ta có 3 hệ quả: 

tK- Hệ quả 1: Nếu hàm số f(x) có đạo hàm trên (a; b) và f(x) có n nghiệm (n là số nguyên 
dương lớn hơn 1) trên (a; b) thì f'(x) có ít nhất n - 1 nghiệm trên (a; b). 

Hệ quả 2: Nếu hàm số f(x) có đạo hàm trên (a; b) và f{x) vô nghiệm trên (a; b) thì f(x) có 
nhiều nhất 1 nghiệm trên (a; b). 

Hệ quả 3: Nếu f(x)có đạo hàm trên (a; b) và f(x) có nhiều nhất n nghiệm (n là số nguyên 
dương) trên (a; b) thì f(x) có nhiều nhất n + 1 nghiệm trên (a; b). 

Các hệ quả trên vẫn đúng nếu các nghiệm là nghiệm bội (khi f(x) là đa thức) và cho ta ý 
tưởng về việc chứng minh tồn tại nghiệm cũng như xác định số nghiệm của phương trình, và 
nếu như bằng một cách nào đó ta tìm được tất cả các nghiệm của phương trình thì nghĩa là 
khi đó phương trình đã được giải. 

★ Định lý Lagrange: : Nếu f(x)ỉầ hàm liên tục trên đoạn [a; b ], có đạo hàm trên khoảng 

(a; ò)thì tồn tại c G (a; b) sao cho f(c) — 't—ị - ^ ) ■ 

b — a 

Sau đây là một số ứng dụng của hai định lý trên: 


Bài tập ví dụ 

★ Dùng định lý Lagrange - Rolle để biện luận phương trình: 

Bài 1: Chứng minh rằng phương trình a cosx + b cos2a; + ccos3a; = 0 luôn có nghiệm với 
mọi ạ, ò, c. _ 

Giải 

. b sin 2x c sin 3x 

Xét f(x) — a sin X H-—-1-—— 

Zj ố 

ta có f'(x) — a cosx + b cos 2 X + c cos 3x 

Mà /(0) = /(7ĩ) = 0 3^0 G (0; 7 ĩ) : f(x o) = 0, suy ra điều phải chứng minh. □ 

Bài 2: Cho a + b + c = 0. Chứng minh rằng phương trình sau có ít nhất 4 nghiệm thuộc 
[0; 7ĩ|: ạ sin X + 96 sin3x + 25c sin 5x = ũ _ 

Giải 

Để chứng minh f(x) có ít nhất n nghiệm ta chứng minh F(x) có ít nhất n + 1 nghiệm với F(x) 
là một nguyên hàm của f(x) trên (a; b) (có thể phải áp dụng nhiều lần) 

Xét hàm số f(x) — — a sin re — b sin 3x — csinõx, ta có: 

f'(x) — —acosx — 36cos3a: — õccosõa;; f'{x) — a sin X + 9òsin3x + 25csin5a; 
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Ta có /(0) = f(j) = /(^) = /(7r) = 0 

Suy ra 3xi e (0; ^), x 2 e (^; ^), x 3 e (^; 7ĩ) : /(0) = /'(xi) =' /(x 2 ) = f'(x 3 ) = 0 
=>■ 3x 4 e (xi;x 2 ),x 5 e (x 2 ;x 3 )|/"(x 4 ) = f'{x 5 ) = 0 
mà /"(0) = f'(n) — 0, suy ra điều phải chứng minh. □ 


Bài 3: Chứng minh phương trình X 5 — 5x + 1 = 0 có đúng ba nghiệm thực. 

Giải 

Đặt f(x) = X 5 - 5x + 1 thì /(-2) = -21 < 0, /(0) = 1 > 0, /(1) = -3 < 0, /(2) = 23 > 0 

nên từ đây suy ra phương trình đã cho có ba nghiệm thực 

Giả sử có nghiệm thứ tư của phương trình. Áp dụng định lý Rolle ta có: 

/'(x) = 0 5x 4 — 5 = 0. Phương trình này có hai nghiệm thực nên suy ra mâu thuẫn. 

Vậy ta có điều phải chứng minh □. 


Bài 4: Cho đa thức p(x) và Q(x ) = ữP(x) + òP'(x) trong đó a, b là các số thực, a 7^0. 
Chứng minh rằng nếu Q(x) vổ nghiệm thì p(x) vỗ nghiệm. _ 

Giải 


Ta có degP(x) = deg<5(x) 

Vì Q(x) vô nghiệm nên degQ(x) chẵn. Giả sử p(x) có nghiệm, vì degP(x) chẵn nên p(x) có 
ít nhất 2 nghiệm. 

• Khi P(x) có nghiệm kép X = Xo ta có Xo cũng là một nghiệm của P'(x) suy ra Q(x) có 
nghiệm. 

Khi P(x) có hai nghiệm phân biệt Xi < x 2 : 

• Nếu ò = 0 thì hiển nhiên Q(x) có nghiệm. 

• Nếu b 7^0 : Xét /(x) = eb x P(x ) thì /(x)có hai nghiệm phân biệt Xi < x 2 và 

f(x) — yeb x p(x) + eb x p'(x) — \eb x [aP{x) + bP'(x)] — yeb x Q(x) 

0 0 0 

Vì /(x) có hai nghiệm suy ra f'(x) có ít nhất 1 nghiệm hay Q(x) có nghiệm. 

Tất cả trường hợp đều mâu thuẫn với giả thiết Q(x) vô nghiệm. Vậy khi Q(x) vô nghiệm thì 
P(x) vô nghiệm □ 

Bài 5: Giả sử phương trình sau có n nghiệm phân biệt: 

ũqX 71 T ữ\X n 4 T ... T Qj n —\X T CL n — 0, (ữo 7 ^ 0) 

Chứng minh (n — 1 )qf > 2na 0 a2 _ 

Giải 


Đặt a 0 x n + OiX n_1 + ... + a n _iX + a n = /(x) 

Nhận xét f khả vi vô hạn trên M nên suy ra 
f'(x) có n — 1 nghiệm phân biệt. 
f" (x) có n — 2 nghiệm phân biệt. 

/ [n_2] (x) = -^o 0 x 2 + ( n — l)!ữiX + ( n — 2)!a 2 có 2 nghiệm phân biệt. 
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Nhận thấy /[” 2 \x) có A > 0 nên ((n — l)!ai ) 2 — 2n!a 0 (n — 2)!a 2 > 0 
Suy ra điều phải chứng minh. □ 

— ĩ ĩ 

Bài 6 : (VMO 2002) Xét phương trình ——“—— = ^, với n là số nguyên dương. Chứng 

ỉ oc 1 2 

i =1 

minh rằng với mỗi số nguyên dương n, phương trình nên trên có một nghiệm duy nhất lớn 
hơn 1 ; kí hiện nghiệm dó là x n _ 

Giải 

"ị l 

Xét fn(x) — ) T 7 T~—;— ta có: f n (x) liên tục và nghịch biến trên (1; +oo) 

i 2 x — 1 2 ' 

1=1 

Mà lim fn(x) — +oo, lim fn(x) — — y- =>fn(x) = 0 có một nghiệm duy nhất lớn hơn 1. □ 

X— >1+ ÍC—>+oo 2 

★ Dùng định lý Lagrange -Rolle để giải phương trình: 

Bài 7: Giải phương trình 3 X + 5 X = 2Ả X (*) 

Giải 

Nhận xét: X — 0;x = 1 là nghiệm của phương trình (*). 

Gọi Xo là nghiệm khác của phương trình đã cho. Ta được: 

3*0 _Ị_ 32:0 _ 2 4*0 ^ 3*0_4*0 _ 4*0_3*0 

Xét hàm số f(t) — (t + l) x ° — t xo , ta có (*) -v^ /(4) = /(3) 

Vì /(í) liên tục trên [3; 4] và có đạo hàm trong khoảng (3; 4), do đó theo định lí Rolle tồn tại 
c G (3; 4) sao cho 

f(c) = 0 =>• x 0 [(c + 1 )- T ° -1 — C *0-1]_Q 0 (loại) 

[x 0 = 1 

Vậy phương trình (*) có tập nghiệm s — {0; 1}. □ 



Giải 

Nhận xét: X — 0;x = 1 là nghiệm của phương trình (2). Gọi Xo là nghiệm khác của phương 
trình đã cho, ta có: 

5 X ° - 5x 0 = 3 X ° - 3x 0 (2a) 

Xét hàm số: /(í) = t x ° — tx 0 , khi đó: (2a) -v^ /(5) = /(3) 

Vì /(í) liên tục trên [3; 5] và có đạo hàm trên (3; 5), do đó theo định lí Lagrange lnôn tồn tại 
c e (3; 5) sao cho 

f(c) = 0 => x 0 (c a;o_1 — 1)=0 0 (loại) 

_x 0 = 1 

Vậy phương trình (*) có tập nghiệm s — {0; 1} □ 

Bài 9: Giải phương trình: 3 X + 2.4* = 19x + 3 (*) 
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Giải 


Ta có 


(*) ^ 3 X + 2.4 X - 19x - 3 = 0 


Xét hàm số: y — f(x) = 3 X + 2Ả X — 19a; — 3 ta có: f'(x) — 3 X ln3 + 2.4 X ln4 — 19 ta có 
f"(x) — 3 x (ln3) 2 + 2.4 x (ln4) 2 > 0 ,\/x c R hay f"{x) vô nghiệm, suy ra f'(x) có nhiều nhất 1 
nghiệm, suy ra f(x) có nhiều nhất 2 nghiệm. 

Mà /(0) = /(2) = 0 do đó (*) có đúng hai nghiêm X = 0, X = 2 □ 


Bài 10: Giải phương trình: (1 + cosa;)(2 + 4 cosx ) = 3.4cosa; (*) 


Giải 

Đặt t — cosx, (t G [—1; 1]) 

Ta có: (*) (1 + í)(2 + 4*) = 3.4* (1 + í)(2 + 4*) - 3.4* = 0 

Xét hàm số: f(t) — (1 + í) (2 + 4*) — 3.4* ta có: 

/'(í) = 2 + 4* + (t - 2)4* ln4, f"(t) = 2.4* ln4 + (■t - 2)4*ln 2 4 

2 

Lại có: f"(t) = 0 t = 2 + Ỵịì suy ra f"(t ) có nghiệm duy nhất. 

Suy ra f(t) có nhiều nhất hai nghiệm, nghĩa là /(í) có nhiều nhất ba nghiệm. 

Mặt khác dễ thấy/(0) = /(-) = /(1) = 0, do đó f(t) có ba nghiệm t — 0, -, 1. 

7T qỵ 

Kết luận: Nghiệm của phương trình (*) là: X — 2- + k2n, X — ±— + k2n, X — k2ir, k G z □ 

2 3 

Bài 11: Giải phương trình 3 cosx — 2 cosx = 2 cosx — 2cosa; (*) 

Giải 

Xét hàm /(í) = t cosa — t cosa, f(t) — cos a(í coso_1 — 1) 

Ta nhận thấy /(3) = /(2) và f(x) khả vi trên [2;3] nên áp dụng định lý Lagrange ta có: 

3c e [2; 3] : f'(c) = ^ cosaự 08 *- 1 - 1) = 0 

7r 

Từ đó ta suy ra nghiệm của phương trình (*) là X — — + kn, X — k2n{k e Z) □ 
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PHƯƠNG PHÁP DÙNG ĐlỀư KIỆN CAN và đủ 
L ý thuyết 


★ Bài toán: 

Cho hệ phương trình (hoăc hệ bất phương trình) chứa tham số có dạng: 


f(x, m) — 0 


ự) {xe D x 


m e D m 


f(x, m) ^ 0 


hoặc (II) < 


X e D x 


[m e D m 


Trong đó X là biến số, m là tham số, D x , D rn là miền xác định của X và m. 

Yên cần đăt ra: ta phải tìm giá trị của tham số m để hệ (I) họăc (II) thỏa mãn một tính chất 
nào đó. 

★ Phương pháp giải: 


► Bước 1 (điều kiện cần): Giả sử hệ thỏa mãn tính chất p nào đó mà đầu bài đòi hỏi. Khi 
đó, dựa vào đặc thù của tính chất p và dạng của phương trình ta sẽ tìm được một ràng bưộc nào 
đó đối với tham số m và ràng bưộc ấy chính là điền kiện Cần để có tính chất p. Điều đó có nghĩa 
là: nếu với mo không thỏa mãn ràng buộc trên thì chắc chắn ứng với mo, hệ không có tính chất p. 


► Bước 2 (điều kiện đủ): Ta tìm xem trong các giá trị của m vừa tìm được, giá trị nào làm 
cho hệ thỏa mãn tính chất p. ở bước này nói chung ta cũng chỉ cần giải những hệ cụ thể không 
còn tham số. Sau khi kiểm tra, ta sẽ loại đi những giá trị không phù hợp và những giá trị còn 
lại chính là đáp số của bài toán. 


Như vậy, ý tưởng của phương pháp này khá rõ ràng và đơn giản. Trong rất nhiều bài toán về 
biện luận thì phương pháp này lại thể hiện ưu thế rõ rệt. Tuy nhiên, thành công của phương 
pháp còn nằm ở chỗ ta phải làm thế nào để phát hiện điiền kiện Cần một cách hợp lí và chọn 
điều kiện đủ một cách đúng đắn. 


Bài tập ví dụ 

★ Sử dụng tính đối xứng của các biểu thức có mặt trong bài toán 

Bài 1: Tìm m để phương trình san có nghiệm duy nhất 
_ \fx + \/l — X + \fx + \/l — X = m (1) _ 

Giải 


© Điều kiện cần: 

Giả sử (1) có nghiệm duy nhất X = a 

Dễ thấy nến (1) có nghiệm X — a thì (1) cũng có nghiệm X = 1 — a. Vì nghiệm là duy nhất 
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1 

nên a — 1 — a ^ a = - 

Thay a — 2 vao (-*■) ta tìm được m — y/2 + v^. 

© Điều kiện đủ: 

Giả sử m — \/2 + v^8, khi đó (1) có dạng sau: 

\fx + \/l — X + \fx + y/l — X — \Ỉ2 + v^8 (2) 

Theo bất đẳng thức AM-GM ta có: 

ựx + y/l — X ^ V2 và \fx + \/\ — X ^ v^8 

_ 1 
Do đó (2) X = 1 — X <=> X = 

Vậy để (1) có nghiệm duy nhất thì điều kiện cần và đủ là m — y/2 + \/8 □ 



© Điều kiện Cần: 

Giả sử (1) có nghiệm duy nhất X — x 0 , khi đó dễ thấy X — —x 0 cũng là nghiệm của (1). Do đó 
từ giả thiết ta suy ra Xo — 0. Thay Xo = 0 vào (1) ta được : 

= [ í, = 0 
6=1 

© Điều kiện đủ: 

Khi 6 = 0, (1) có dạng: 


a 2 x 2 + V a 2 x 2 + V a 2 x 2 = 0 a 2 x 2 — 0 


Do đó (1) có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi a Ỷ 0 
* Khi 6 = 1, (1) có dạng: 

yj (ax + l) 2 + \J (ax — l) 2 + \/ĩa 2 :r 2 — ĩ = 1 (*) 

Đặt u = ỷ/ax + 1 ; V = vduc — 1 , ta thấy: 

í w 3 — V 3 = 2 [ u — V — 2 í w = 1 í ax + 1 = 1 

(*) < ọ ^ mc = 0 

[ u 2 + uv + u 2 = 1 [ u 2 + uu + V 2 = 1 [ V = — 1 [ ax — 1 = — 1 


Vậy (*) có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi fl/0 


Tóm lại, để phương trình (1) có nghiệm duy nhất thì điều kiện Cần và đủ là 


a^0;6 = 0 


6 = 1 
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Giải 

74 10 

Điều kiện: —7 ^ X,y ^ 11: 17- ^ m ^ 72- 
,y ’ 27 3 

Trừ theo vế hai phương trình ta có: 

Vx + 7 - y/ĩĩ - X = y/y + 7- y/ũ - y 

Xét hàm số: / (í) = y/t + 7 — y/11 — t; —7 ^ t ^ 11 ta có: 

1 1 x ' 

f' (t) — — — j= = + ^ ^ = > 0 Vậy hàm số đồng biến, suy ra: f (x) — f (y) X — y. 

Thay vào một trong hai phương trình của hệ ta được: 

\/7 + X + a/11 — X — 4 = m — \ỊA — 3a/10 — 3 m (*) 

© Điều kiện Cần: 

Ta thấy là nếu Xq là một nghiệm của phương trình thì 4 — Xq cũng là nghiệm của phương trình. 
Nên hệ đã cho có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi 


Xữ = 4 — Xo -v=> Xo = 2 


Thay vào phương trình (*) ta được: 


^4-3VĨÕ — m — m — 2 (**) 


Giải phương trình (**) ta tìm được m — 3. 
© Điều kiện đủ: 

Với m — 3, ta thu được hệ phương trình: 


y/7 + X + y/11 — X — 6 


\J7 + y + -ự 11 — y — 6 
Vì X = y nên ta chỉ việc giải phương trình \J7 + X + \/ll — X = 6 X = 2 

Vậy m — 3 là giá trị cần tìm để hệ đã cho có nghiệm duy nhất. □ 


Bài 4: Tìm a,b để hệ sau có nghiệm duy nhất: 


xyz + z — a 

< 

xyz 2 + z — b 


X 2 + y 2 + z 2 = 4 

< 


Giải 


© Điều kiện cần: 

Giả sử (To; yo‘, zò) là nghiệm của hệ phương trình đã cho thì (—Xo; —2/o; zò) cũng là nghiệm. Do 

\z ữ = a 


tính duy nhất nên x 0 — —x 0 ; yo — 


-y 0 x 0 = y 0 = 0 Thay trở lại vào hệ , ta có: ị ZQ — b 


= 4 


Từ đây ta suy ra a = b = 2 hoặc a = b = —2 
© Điều kiện đủ: 
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Xét hai trường hợp sau: 

Nếu 0 = 6 = 2: Khi đó hệ có dạng: 


xyz + z — 2 (1) 

< au/z 2 + z = 2 (2) 
rr 2 + y 2 + z 2 = 4 (3) 

Lấy (1) — (2) ta được xyz( 1 — z) = 0, từ (1) lại có 2 7 ^ 0 do đó xy(l — z) = 0 

* Nếu x = 0=>z = 2=>y = 0 

* Nếu y = 0=>z = 2=^x = 0 

ị X 2 + y 2 = 3 

* Nếu * = 1 =*► 1 

(xy = 1 

Hệ trên có nghiệm (xiỊT/i) Ỷ (0;0).VÌ vậy ngoài nghiệm (0,0,2), hệ còn có nghiệm khác 
( x TìUTì 1) do đó hệ không có nghiệm duy nhất. Trường hợp này không thỏa mãn. 

* Nếu 0 = 6= —2: 

Khi đó hệ có dạng: 

/ 

xyz — —2 
< xyz 2 2 + z — —2 
X 2 + y 2 + z 2 = 4 

Tiến hành làm như trường hợp trên ta đi đến: 

* Nếu x = 0=>z = —2=^y = 0 

* Nếu y = 0^z = —2=>x = 0 

_ fx 2 + ỉ / 2 = 3 


* Nếu 2 = 1 => ị 

ịxy = -3 

Ta thấy từ hệ phương trình trên, ta suy ra X 2 + y 2 < 2\xy\ nên hệ vô nghiệm. 

Vậy trong trường hợp này hệ có duy nhất nghiệm (x; y; z) — (0, 0, —2) 

Vậy điểu kiện Cần và đủ để hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là 0 = 6 = 


-2 □ 


★ Sử dụng điểm thuận lợi 

Bài 5: Tìm a để phương trình sau nghiệm đúng với mọi x: 
_log 2 ( a 2 x 2 — 5 ax 2 + V6 — õ) = lơg 2+3 ;2 (3 — \/a — l) (*) 


© Điều kiện Cần: 

Giả sử (*) đúng với mọi X. Với X = 0 ta có log 2 \/6 — a — log 2 (3 — 


1 a — 1 ) 


1 ^ o ^ 6 

Lại có: A/o - 1 < 3 

\Ja — 1 + y/6 — a — 3 
© Điều kiện đủ: 


a G {2; 5} 
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* Nếu a — 2 thì (*) log 2 (2 — 12x 2 ) = log 2+a; 2 2 (**) 

Rõ ràng (**) không đúng với mọi X, vì để log 2 (2 — 12a: 2 ) có nghĩa thì phải có 12x 2 < 2 

* Nếu a — 5 thì (*) log 2 1 = ỉog 2+x 2 1 (luôn đúng) 

Vậy a. = 5 là điều kiện cần và đủ để (*) đúng với mọi X □ 

Bài 6: Tìm a để hệ phương trình ẩn (x;y) có nghiệm với mọi b: 

Ị 2 bx + (a + 1 )by 2 — a 2 

1 (a — l)x 3 + y 2 — 1 


Giải 

© Điều kiện Cần: 

Giả sử hệ có nghiệm với mọi b, thay b = 0 ta được 

a 2 — 1 

(a — l)x 3 + y 2 = 1 

V 

Do đó điều kiện Cần là a = ±1 
© Điền kiện đủ: 

2 bx + 2 by 2 = 1 


tK- Nếu a — 1: ta có hệ 


y 2 = 1 


Khi b > ^ hệ vô nghiệm. Vậy trường hợp này loại. 

( 2 bx = 1 

* Nếu a — —1: ta có hệ < 

ị —2x 3 + y 2 = 1 

Hệ trên luôn có nghiệm (x; y) — (0; 1) 

Vậy a — — 1 là điểu kiện Cần và đủ để hệ phương trình có nghiệm với mọi b □ 


Bài 7: Tìm a để hệ phương trình ẩn (x; y) có nghiệm với mọi b: 

(x 2 + 1 )“ + (b 2 + l)y = 2 
a + bxy + x 2 y — 1 


Giải 


© Điều kiện cần: 

Giả sử hệ có nghiệm với mọi b, thay b = 0 ta có 


(*) 


© Điều kiện đủ: 
Nếu a = 0 : ta có 


Ị (x 2 - 1)" 1 

Ị a + x 2 y — 1 

I (b 2 + l) y — 1 ( 1 ) 

Ị bxy + x 2 y — 1 ( 2 ) 


a = 0; x 2 y — 1 
X 2 + 1 = a + x 2 y — 1 


«ae{0; 1} 
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Nếu 6^0=^6 2 + l^l nên từ (1) có y = 0, nhưng không thoả (2). Vậy trường hợp này loại. 

ị X 2 + (6 2 + l) y = 1 

* Nếu a — 1: ta có < 

Ị bxy + x 2 y — 0 

Hệ trên luôn có nghiệm X = y = 0. 

Vậy a — 1 là điều kiện Cần và đủ để hệ đã cho có nghiệm với mọi b □ 

Bài 8: Tìm điều kiện của a, b, c, d, e, / để hai phương trình ẩn (x; y) sau là tương đương: 

{ ax 2 + bxy + cy 2 + dx + ey + f = 0 (1) 

X 2 + y 2 = 1 (2) 


Giải 


© Điền kiện Cần: 

Ta thấy (x\y) = (0; ±1), (±1; 0), là nghiệm của Do đó ( 1 ) 

cũng phải có các nghiệm trên. 

ịc + e + f = c — e + f = a + d + f = a — d + f = 0 


Như vậy 


+ b + c + y/ 2 d + V 2 e + 2/ a + 6 + c — y/ 2 d — V 2 e + 2/ 


= 0 


Giải hệ trên ta tìm được điều kiện cần của bài toán là (*) 
© Điều kiện đủ: 

Dễ thấy với (*) thì (2) trùng với (1). 

Vậy (*) là điều kiện cần và đủ để (1) (2) □ 


b = d = e = 0 
a — c — —f Ỷ 0 


Bài 9: Cho phương trình X 3 + ax + b = 0 (1) 

Tìm ạ, b để phương trình trên có ba nghiệm phân biệt X\ < x -2 < X 3 cách đều nhau. 


Giải 


© Điều kiện Cần: 

Giả sử phương trình (1) có 3 nghiệm khác nhau Xi, X 2 , x 3 thỏa giả thiết ^ Xị + x 3 — 2x 2 
Theo định lý Viete với phương trình bậc 3 ta có: X\ + X 2 + x 3 = 0 =>■ 3^2 = 0 X 2 = 0 
Thay X 2 = 0 vào (1) ta được 6 = 0 
© Điều kiện đủ: 

Giả sử 6 = 0, khi đó (1) trở thành: 

X 3 + ax = 0 x[x 2 + a) = 0 (2) 


Ta thấy (2) có 3 nghiệm phân biệt nếu a < 0. Khi đó các nghiệm của (2) là 



x 3 = y/—a 
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Các nghiệm trên cách đều nhau nên điều kiện Cần và đủ để (1) có nghiệm thỏa mãn đề bài là 
b = 0,a < 0 □ 


Bài 10: Cho phương trình 

+ — 3+ + (2 m — 2)x + m — 3 = 0 

Tìm m để phương trình có ba nghiệm Xị,x 2 ,x 3 sao cho Xi < —1 < x 2 < x 3 . 


Giải 


© Điều kiện Cần: 

Đặt / (x) — X 3 — 3x 2 + (2 m — 2) X + m — 3 

Giả sử phương trình / (x) — 0 có 3 nghiệm x 1 ,x 2 ,x 3 thỏa mãn Xị < —1 < x 2 < x 3 
Ta có: / (x) = (x — Xi) (x — x 2 ) (x — x 3 ), suy ra / (x) > 0 khi Xi < X < x 2 

Suy ra / (—1) > 0 hay — m — 5 > 0 <3- m < —5. 

© Điều kiện đủ: 

Giả sử m < —5. 

Do lim / (x) — —oo nên tồn tại £ < —1 mà f (e) < 0 

x—>—oo 

Lại có: / (—1) = — m — 5 > 0 và / (x) liên tục nên ta có £ < X\ < —1 sao cho / (xi) — 0 
Ta có: / (0) = m — 3 < 0 ( do m < —5) 

Vậy tồn tại — 1 < x 2 < 0 sao cho / (x 2 ) — 0 

Mặt khác, do lim / (x) — +oo nên phải có £ > 0 sao cho / (e) > 0. 

#—>■+00 

Từ đó, tồn tại x 3 mà 0 < £3 < £ sao cho / (x 3 ) = 0. 

Như vậy, phương trình / (x) — 0 khi m < —5 có 3 nghiệm Xi, x 2 , x 3 thỏa mãn Xị < — 1 < x 2 < 

0 < x 3 . Vậy m < —5 chính là điều kiện cần và đủ thỏa mãn đế bài. □ 


Bài 11: Tìm m để phương trình sau có nghiệm: 

20 + + lữx + 3 9 9 

— = X 2 + 2 ( 2 m — 3 ) X + 5 m 2 — 16 m + 20 
_ 3x 2 + 2x + 1 _ ___ 


Giải 

© Điều kiện Cần: 

Giả sử phương trình đã cho có một nghiệm là Xo- 
20^?^ —ị— 1 £)oc ~ I - 3 

Đặt / (x) — — và g (x) = X 2 + 2 ( 2 m — 3) X + 5 m 2 — 16 m + 20 

3 oc H - 2 oc ~\~ 1 

Khi đó dễ thấy rằng: 

rnax f(x)^f (x 0 ) = g (x 0 ) ^ ming (x) 

Do ming (x) = g (— (2 m — 3)) = m 2 — 4 m + 11 
Gọi yo là giá trị tùy ý của / (x), khi đó ta có: 

20+ + lOx + 3 . ọ 

Vo = 3^.2 Ị 2x + 1 ^ ( ' 20 ~ 3y °) x + 2 ( 5 - yo) X + 3 - y 0 = 0 (1) 

5 

Sưy ra (1) có nghiệm khi: A ; = —2y 0 2 + 19yo — 35^0<t^^^2/o^7 Vậy max/ (x) — 7 
Như vậy, từ điều kiện max / (x) ^ min g (x) ta có: 

7 ^ m 2 — 4 m + 11 (m — 2) 2 ^ 0 m — 2 
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© Điều kiện đủ: 

Giả sử m — 2 , khi đó phương trình đã cho trở thành 


20x 2 + lOx + 3 
3x 2 + 2x + 1 


= X 2 + 2x + 8 (2) 


Ta nhận thấy rằng g (x) 


= X 2 + 2x + 8 


= 7 X = — 1 


Mặt khác: / (x) — 


20x 2 + lOx + 3 


3x 2 + 2x + 1 

Vậy không tồn tại giá trị nào của m thỏa mãn giả thiết. □ 


^ 7 với Vx và / (—1) = 6 , 5. Từ đây suy ra (2) vô nghiệm. 


Bài 12: Tìm m để phương trình X 2 — 3x + m = 0 (1) có một nghiệm gấp đôi nghiệm của 
phương trình X 2 — X + m = 0 (2) 


Giải 

© Điều kiện Cần: Giả sử tồn tại m thoả mãn điều kiện đầu bài, tức là phương trình (2) có 
nghiệm x 0 , còn (1) có nghiệm 2x 0 . Vậy ta có 

4 x 0 — 6 x 0 + m = 0 
Xq — xO + m = 0 


5 

Trừ vế với vế của hai phương trình trên cho nhau ta sẽ tìm được Xo = 0 hoặc Xo = 

10 

Thay hai giá trị Xo vào một trong hai phương trình trên ta được m — 0 và m = g 
Đây cũng chính là điều kiện Cần của bài toán. © Điều kiện đủ: 

,2 

X 2 — X = 0 


Xét khi m — 0 và m — — ta sẽ lần lượt giải các phương trình 


Dễ thấy nghiệm của 2 cặp phương trình này thoả giả thiết. 
Vậy me /ũ; -^1 là điều kiện Cần và đủ thỏa mãn đề bài. □ 


9 10 
X 2 — 3x + = 0 

2 ~ , l(?_ n 

X — X + — = 0 


Bài 13: Tìm a,b sao cho với mọi c phương trình sau có không quá hai nghiệm dương: 
_ X 3 + ax 2 + bx + c = 0 _ 


Giải 

Để giải bài này, ta sẽ dùng phần bù. Nghĩa là ta tìm a, b sao cho tồn tại c để phương trình 
X 3 + ax 2 + bx + c = 0 có 3 nghiệm dương. 

© Điều kiện Cần: 

Giả sử tồn tại c để phương trình /(x) = X 3 + ax 2 + bx + c = 0 có 3 nghiệm dương Xi < x 2 < x 3 . 
Khi đó /(x) = (x — Xi)(x — x 2 )(x — x 3 ) 

Vậy hàm số /(x) có cưc trị tại a, /3 > 0 (với Xi < a < x 2 < Ị3 < x 3 ) 





54 


Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


=$■ Phương trình f'(x) — 3x 2 + 2 ax + b — 0 (1) có hai nghiệm dương. 
Như vậy 


ỏ' = a 2 — 36 > 0 

a 2 > 36 / 



p = ^ > 0 < 

6 > 0 •£>(*)< 

s = — > 0 

a < 0 

3 



b > 0 

a < — \/3b 


(*) là điều kiện cần của bài toán. 

© Điền kiện đủ: 

Giả sử a, b thoả mãn (*) thì rõ ràng phương trình 3x 2 + 2 ax + b = 0 có 2 nghiệm dương 

0 < a < /3 

Suy ra hàm số f(x) = X 3 + ax 2 + bx + c có cưc đại tại X = a và cực tiểu tại X — /3. 

Do a > 0 nên tìm được Xi G (c; a) sao cho f(/3) < f(x i) < f(a) =>■ phương trình f(x) — f(x i) 
có ba nghiệm dương. Đặt c = —f(x i) thì phương trình X 3 + ax 2 + bx + c = 0 có 3 nghiệm 
dương. 

Vậy (*) là điền kiện cần và đủ để tồn tại c sao cho phương trình X 3 + ax 2 + bx + c = 0 có 3 
nghiệm dương. 

Từ đó, ta suy ra: b ^ 0 hoặc a ^ —y/3b là điều kiên Cần và đủ sao cho phương trình 
X 3 + ax 2 + bx + c = 0 có không quá 2 nghiệm dương. □ 


Bài tập tự luyện 


Bài 1: Tìm m để hai phương trình sau là tương đương X 2 + (m 2 — 5 m + 6 ) X — 0 và X 2 + 
2 (m — 3 ) X + m 2 — 7m + 12 = 0 

Bài 2: Tìm m để phương trình sau có nghiệm duy nhất: 

\x + m\ 2 + \x + 1\ — \m + 1 | 

Bài 3: Tìm m để phương trình sau có nghiệm duy nhất: 

yjx + 3 + \/6 — X — a /(3 + x) (6 — x) = m 

, ^ Ị \Jx 2 + y 2 - 1 - a {Jx + y - l) = 1 

Bài 4: Tìm a đe hệ sau có đúng một nghiệm: < 

\x + y — xy + 1 

, ^ ^ ( Vx 2 + 3 + \y\ — a 

Bài 5: Tìm a đê hệ san có đúng một nghiệm: < _ _ 

{ V y 2 + 5 + \x\ = Vx 2 + 5 + v3 — a 

í (x + r /) 4 + 13 = 6 x 2 r / 2 + m 

Bài 6 : Cho hệ phương trình < 

[ xy (x 2 + y 2 ) = m 

Tìm m để hệ có nghiệm duy nhất. 

1 X 3 — my 3 = y-(m + l ) 2 

Bài 7: Tìm số thực m sao cho hệ: < 2 có nghiệm (x; y) thoả X + y = 0 

1 I 3 + mx 2 y + xy 2 — 1 
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PHƯƠNG PHÁP ỨNG DỤNG HÌNH HỌC GIẢI TÍCH 
VÀ HÌNH HỌC PHẲNG 

Lý thuyết 


• Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho các vector: u — (xi,yi), V — (Xị, y 2 ) khi đó ta có: 

ư + ư ^ ưl + lư ^ V Ữ + X2) 2 + Jỹĩ + ỉ/2) 2 ^ \Ịxĩ + yl + \Jxị + yị 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi hai vector và ~ử cùng hướng — = — = k ^ 0. 

X2 V2 

• Với hai vector u, V bất kì trong không gian thì 

cừ = IƯ • IƯ • cos (t.t) < |V|.|V| 

• (Định lý cosin trong tam giác) Cho a, b, c là ba cạnh của tam giác ABC và A là góc ở 
đỉnh A của tam giác khi đó: 


a 2 = b 2 + c 2 — 2 bc cos Ả 

• Cho tam giác ABC có ba góc nhọn và điểm M tùy ý trong mặt phẳng khi đó gọi T là 
điểm nhìn các cạnh BC, CA, AB dưới cùng một góc 120° thì với mọi điểm M trên mặt 
phẳng ta có: 

MA + MB + MC ^TA + TB + TC 
T được gọi là điểm Torricelli của tam giác ABC. 


Sau đây là một số dạng toán thường gặp: 

★ Khảo sát hệ phương trình chứa dạng tuyến tính và phân tuyến tính 


Bài 1: Biện luận số nghiệm của hệ < 

\ X 2 + y 2 = r 

(r>0) 


\ax + by = c 


© Phân tích: Hệ đã cho gồm phương trình đường tròn (C) và phương trình đường thẳng 
d. Như vậy ta cần khảo sát số giao điểm của (C) và d. 

Cách 1: Lập công thức tính khoảng cách từ gốc toạ độ đến d. Biện luận số giao điểm của 
đường thẳng và đường tròn bằng cách so sánh khoảng cách đó với bán kính của (C). 

Cách 2: Tìm dải mặt phẳng p hoặc miền gốc Q nhỏ nhất chứa (C). Biện luận vị trí của 
đường thẳng d đối với các miền phẳng đó. Nến phát hiện đường thẳng đi qna một điểm trong 
đường tròn thì hệ phương trình lnôn có nghiệm phân biệt. 
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Bài 2: Biện luận số nghiệm của hệ phương trình < 

[ (x - p) 2 + (y- q) 2 = r 

(r>0) 

\ax + by = c 

© Phân tích: Đặt u = X — p;v — y — p đưa về bài toán 1. 

Bài 3: Biện luận số nghiệm của hệ phương trình < 

ị px 2 + qy 2 = r 

[ {p, q, r > 0) 

ị ax + by = c 


© Phân tích: Hệ đã cho gồm phương trình đường elip (E) và phương trình đường thẳng d. 
Như vậy ta cần khảo sát số giao điểm của d và ( E ). Sử dụng phép co - dãn biến ( E ) thành 
đường tròn ( c) và biến d thành d', ta đưa về khảo sát số điểm chưng của d' và ( c ). Ta biết 
rằng số điểm chung không lớn hơn 2. 


© Phương pháp: Đặt u — X]V — 



hệ đã cho trở thành 



u 2 + v 2 = - 
V 

au + ( bị l~v ) = c 

q 


Từ đây làm tiếp như bài 1. Nếư phát hiện đường thẳng đi qua một điểm nằm trong ( E ) thì hệ 
luôn có 2 nghiệm phân biệt. 


Bài 4: Biện luận số nghiệm của hệ phương trình < 

[ p(x - k) 2 + q(y - h) 2 = r 

(p, q, r > 0 ) 


ịax + by — c 


© Phương pháp: Đặt u — X — k]v — y — h đưa về bài toán 3. 


Bài 5: Biện luận số nghiệm của hệ phương trình với p, q, r > 0; k = ±1: 


Í px 2 + kxy + qy 2 — r 
ax + by = c 


! _ 

© Phương pháp: Biến đổi phương trình đầu 

_ ! 

về dạng mu 2 + nv 2 = r đưa về bài toán 4. 

Bài 6: Khảo sát tính chất nghiệm của hệ < 

x 2 + y 2 — r 

(r>0) 

\ax + by — c 


© Phương pháp: Coi mỗi nghiệm của hệ là một điểm với toạ độ là cặp số đó. Biến đổi hệ 
phương trình và điền kiện của hệ thành ý nghĩa hình học. Điền kiện bài toán thường liên quan 
đến một số tính chất như tập hợp điểm thuộc phần chung của các nửa mặt phẳng hoặc miền 
tròn, miền elip hoặc khoảng cách giữa 2 điểm, tích vô hướng của 2 vectơ được lập ra từ các 
điểm đó, số đo góc tạo bởi 2 vectơ hoặc 2 đường thẳng. 


Bài 7: Khảo sát tính chất nghiệm của hệ phương trình 


px 2 + qy 2 — r 
ax + by = c 


(p, q, r > 0) 
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© Phương pháp: Đặt u — Vp x ; V — v~qy hệ đã cho tương đương 


ú 2 + V 2 = r 


a'u + ưv — d 


d b 

Trong đó a' — h' — Bài toán đưa về bài 6. 

Vp Vỹ 


★ Đưa phương trình vô tỉ một ấn sang hệ phương trình hai ấn 


Bài 1: Khảo sát nghiệm của phương trình Vo, — bx 2 = kx + m với a, b > 0 


© Phương pháp: Đặt y — - — x 2 khi đó ta có hệ 


\^ + y 2 = ị 


(*)< 


kx — Vby = —m 

y> 0 


Bài toán đưa về khảo sát nghiệm của hệ (*). 


Bài 2: Khảo sát nghiệm của phương trình Vo ~ K x + c ) 2 — kx + m với a,b > 0 


© Phương pháp: Đặt z — X + c;y — Va 2 + bz 2 và đưa về bài 1. 


Bài 3: Khảo sát nghiệm của phương trình a sin t + bcost = c với t E [a; /3] 


© Phương pháp: Đặt X — sin í; y — cos t ta có hệ 


(*) 


ax + by = c 


X 2 + y 2 = 1 


Bài toán đưa về khảo sát nghiệm của hệ (*) với X, y thoả điều kiện xác định. 


Bài 4: Khảo sát số nghiệm của phương trình pVa + bx + qVc + dx — m với bd < 0; q — ±1 


Phương pháp: Coi b > 0 =4» d < 0 . Đặt y — J- + ~x; ' z — \Ị 


—c 

— - X ta có hệ 

d 


' \ Ị 


( o . o a c 

pVby + qV—dz — m 
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Bài toán đưa về khảo sát số nghiệm của hệ (*) gồm cung tròn AnB nằm trong miền góc p xác 
định bởi các miền X ^ 0, y ^ 0 và. đường thẳng d. 

Bài tập ví dụ 


★ Các bài tập về hệ tuyến tính và phân tuyến tính 



Hệ trên gồm phương trình đường tròn (C) : X 2 + y 2 = 5 tâm là gốc tọa độ và bán kính là \/5 
và phương trình đường thẳng d : X + my + 171 — 0 phụ thuộc m. Hơn nữa, đường thẳng d luôn 
đi qua điểm cố định H(0; —1) nằm trong (C) nên d luôn cắt (C) tại 2 điểm phân biệt với mọi 
m. □ 



Giải 
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Điều kiện của bài toán xác định miền góc p với X > 0; y > 1 . (*) gồm phương trình đường tròn 
(C) : X 2 + y 2 = 4 và phương trình đường thẳng d : 2X — y = m phụ thuộc m. Phần chung của 
(C) và p là cung AnB có các đầu mút ^4(v/3; 1) và -8(0; 2). Yêu cầu bài toán là tìm m để d và 
cung AriB có ít nhất 1 điểm chung. 

Phương trình đường thẳng dị,d .2 đi qua A, B và cùng phương với d là 2x — y = 2y/3 — 1 và 
2 X — y = —2. Các đường thẳng đó cắt Ox tại Ẩíi(v / 3 — 0) và M 2 (—1; 0). Các điểm đó nằm 

trong (C) nên giao điểm thứ hai của dị , CỈ 2 với (C) thuộc nửa mặt phẳng P\ — {(x; y) : y < 0}. 
Vì vậy di, d 2 chỉ có một điểm chung với AnB là A và B. 

Gọi Q là dải mặt phẳng biên dị,d- 2 , khi đó Q chứa AriB. Đường thẳng d cắt đoạn thẳng 
MiM 2 tại M( —; 0) khác 

Từ đó suy ra —2 < m < 2\/3 — 1 là tập hợp các giá trị m thoả giả thiết. □ 


Bài 3: Tìm m để hệ có 2 nghiệm phân biệt thoả X\X 2 + 2/12/2 > 0: 


(*) 


j X 2 + y 2 = 4 
1 X + y — m 


Giải 



Giả sử hệ có hai nghiệm phân biệt là (xi,yi) và (^ 2 , 2 / 2 ), khi đó ta có: Gọi A{x\‘, 2 / 1 ), B(x 2 ; 2 / 2 ), 
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thì do 

OA.oè = OA.OB. cos (oa, Oồ^j = X\X 2 + 2/12/2 


Nên suy ra: 


cos (oa, oè^j > 0 44- AOB < — 


Hơn nữa do (xi,yi) và (x 2 , 2 / 2 ) đều là nghiệm của hệ nên các điểm A và B đều nằm trên đường 
tròn (C) : X 2 + y 2 = 4 và đường thẳng d : X + y = m, như vậy AB là một dây của đường tròn 
(Ợ), đồng thời AB cũng chính là đường thẳng d. 

Như vậy để hệ có nghiệm thỏa điều kiện XiX 2 + 2/12/2 > 0 thì AB phải cắt đường tròn (' c ) tại 
hai điểm phân biệt, hơn nữa phải thỏa mãn AOB < — 


• AB cắt (C) tại hai điểm phân biệt 44- do/d < 2 4=> —< 2 

v2 

• Gọi H là trung điểm của dây AB khi đó OH _L AB. Ta có: AOB < — AOH < — 
AH < OH. Vì OH 2 + AH 2 = 4 nên suy ra ẤÕỖ < I 4» OH > y/2. 


Như vậy hệ có hai nghiệm phân biệt thỏa XịX 2 +yiy 2 > ũ <^> 2 > —= > \/2 2\/2 > \m\ > 2 □ 

V2 

Bài 4: Tìm m để hệ có 2 nghiệm phân biệt thoả (a:i — x 2 ) 2 + 4(2/1 — 2 / 2 ) 2 = 3: 

X 2 + 4 y 2 — 16 
X — my — m 


Giải 


X 2 y 2 7 

Hệ (*) gồm phương trình elip (. E) : + -- = 1 và, đường thẳng d : X — my — m phụ thuộc m. 

16 4 



Ta có đường thẳng d lưôn đi qua điểm cố định A(0; -1) hơn nữa A nằm trong (E). Vậy d luôn 
cắt (E) tại 2 điểm phân biệt, do đó hệ (*) có 2 nghiệm phân biệt với mọi m. 

Gọi B(x 1 ; 2 / 1 ), D(x 2 ; 2 / 2 ) và đặt u = x; V = 2y (1). Công thức (1) xác định một phép dãn với hệ 
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Số 2 bằng trục dãn Ox. Phép dãn đó biến các điểm B, D thành B'(ui]Vi), D'(u 2 ',v 2 ) và hệ (*) 
trở thành: 

ị u 2 + V 2 = 16 
(**) < „ 

1 2 u — mv — 2 m 

Toạ độ các điểm B', D' là nghiệm của (**). Hệ gồm phương trình đường tròn (C) và phương 
trình đường thẳng đ! là ảnh của d qua phép dãn đó. 



Mặt khác 

B'ư 2 = (uiU 2 f + (ui - v 2 f = (xi - x 2 ) 2 + 4 ( 2/1 - y 2 ) 2 = 3 
Nghĩa là d! cắt (C) tại 2 điểm B', D' sao cho B'D' = y/3 hơn nữa (C) có tâm là gốc tọa độ nên 



Giải 
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Hệ (*) gồm phương trình đường tròn (C) : X 2 + y 2 = 4 và đường thẳng d phụ thuộc vào 
m. Gọi A, B là giao điểm của d và (C) thì ta cần tìm m để AB 2 đạt giá trị nhỏ nhất. Do 
M( 1; 1) G d Vm và M nằm trong (C) nên d luôn cắt (C) tại 2 điểm phân biệt A, B. 

Ta có: AB Min d. _!_ OM (**). 

Gọi lì — (—m; 2) là vectơ chỉ phương của d thì 

(**) lì.ÕÊ = 0<t^2 — m = 0t»m = 2 

Do đó với m — 2 thì hệ có hai nghiệm phân biệt thỏa {x\ — X 2) 2 + (yi — yỉ) 2 đạt giá trị nhỏ nhất. 



Ta thấy rằng các điểm thỏa mãn (1) là bốn cạnh của hình thoi ABCD trong đó: 

H((-4;0);H(0;2);,ơ(4;0);D(0;-2) 


Đồng thời, các điểm thỏa mãn (2) nằm trên hai đường thẳng dị : X = 2a và d2 : y — a. số 
nghiệm của hệ hai phương trình (1) và (2) chính là số giao điểm của bốn cạnh hình thoi với 
hai đường thẳng nói trên. 

Trước tiên ta tìm xem khi nào 3 đường thẳng X — 2o; y = a. và x| + 2 \y\ — 4 đồng qưy. Gọi 
(xo; Vo) là điểm chung của ba đường thẳng này, khi đó ta có hệ sau: 
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Dựa vào đồ thị trên ta có kết luận sau: 

• Nếu \a\ > 2: Hệ (1), (2) vô nghiệm. 

• Nếu \a\ — 2: Hệ (1), (2) có hai nghiệm. 

• Nếu \a\ < 2 và |a| Ỷ n Hệ (1), (2) có 4 nghiệm. 

• Nếu |a| = 1: Hệ (1), (2) Có 3 nghiệm. 

★ Đưa phương trình vô tỉ về hệ phương trình 


Bài 7: Biện luận số nghiệm của phương trình 

mV' 9 — X 2 — X + 5 m — 0 (1) 


Giải 


(*)< 


Đặt y — y/5 — X 2 ta có hệ 

í 

X 2 + y 2 = 9 
X — my — 5 m 

y> 0 

Hệ (*) gồm phương trình đường thẳng d phụ thuộc m và nửa đường tròn (C) xác định bởi hệ 
bất phương trình 

í 

X 2 + y 2 = 9 

y> 0 


Ta có v4(0; —5) G d Vm do đó A nằm ngoài (C) 
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Các điểm Mi(3; 0), M 2 (— 3; 0) là đầu mút của đường kính của (C). Các tia AM ị , AM 2 là biên 

' 3 

của miền góc p. Đường thẳng d cắt M 1 M 2 tại M(5m; 0) nên với 777 thoả —3 ^ 5777 ^ 3 ^ 

5 

3 7 

777 ^ ^ thì d và nửa trên của (C) có duy nhất 1 giao điểm. Trường hợp này phương trình có 1 
5 

nghiệm. 

Với các giá trị còn lại của 777 thì d và nửa trên của (C) không có giao điểm nên phương trình 
vô nghiệm. □ 

Bài 8: Biện luận theo m nghiệm của phương trình sau: 

V 4 — X 2 — mx + 2 — 777 (*) 


Giải 

Ta biết rằng số nghiệm của phương trình (*) là số giao điểm của hai đường y — mx + 2 — m 
và y = \J4 — X 2 . 

Hơn nữa vì y = yf 4 — X 2 -v^ X 2 + y 2 = 4, y ^ 0 nên đồ thị của y — \J4X 2 là nửa đường tròn 
tâm là gốc tọa độ bán kính bằng hai và nằm phía trên trục hoành. 

Còn y = mx + 2 — m là một họ đường thẳng luôn đi qua điểm cố định A{ 1; 2). Ta nhận thấy 
có hai tiếp tuyến với đường (C) : y — \J 4 — X 2 , một là đường thẳng y = 3 song song với trục 
hoành, và tiếp tuyến AD. 



Gọi B(— 2,0) và (7(2,0) là hai đầu mút của đường kính BOC , giả sử 7?Ti, m 2 , m 3 , rriị tương 
ứng là hệ số góc của các đường thẳng AC, AD , AB, AE thì ta có các điều sau: 


• HI ị = — tan ACO = —2. 

• 777.2 = —tan DCO — — tan EAD — — tan ^2 OAE^j — 


7773 = tãiìABO = 


2 

3' 


• 7774 = 0. 
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Từ đó suy ra: 


1. Phương trình (*) có hai nghiệm <í=> 


0 < rn ^ 
-2 < m < 


2. Phương trình (*) có một nghiệm 


2 

m > - 

m < —2 

m — 0 
4 

m — —- 
3 


3. Phương trình (*) vô nghiệm < m < 0 □ 

3 


Bài 9: Biện luận số nghiệm của phương trình sau theo a: 

ịaV 9 — X 2 + X j (x — aV^j — 0 


Giải 


Đặt y — y/9 — X 2 => X 2 + y 2 = 9 
Phương trình (4) tương đương: 


1 X 2 + y 2 = 9, y ^ 0 
Ị (oy + x) [x — aV 3) = 0 

Dễ thấy phương trình thứ nhất biểu diễn phần phía trên trục hoành của đường tròn tâm là gốc 

. , f .JE V. â /- 1 

tọa độ bán kính là 3 còn phương trình thứ hai biếu diên hai đường thăng X — av 3 vầy = - .X 

a 

(nếu a Ỷ 0). 

Số nghiệm của hệ chính là số giao điểm của hai đường thẳng với nửa đường tròn. Ta chỉ Cần 
xét khi a > 0 (vì khi a < 0 ta có kết quả tương tự và khi 0 = 0 thì ( 4 ) <í=> X = 0 và lúc đó hệ 
có 1 nghiệm). 

Thấy rằng đường thẳng y — —-X nên nó đi qưa o và vì vậy luôn cắt nửa đường tròn tại một 

a 

điểm. Ta chỉ cần quan tâm đến vị trí tương đối của X — a\/3 với đường tròn và đường thẳng 
1 

y = --X. 
a 

Do y ^ 0 nên nếu đường tròn và hai đường thẳng đồng quy thì phải có X = a \/3 > 0 và 
1 

y = — —X < 0. Điều này là vô lý. Do đó sẽ không có trường hợp ba đường này đồng quy. Như 
a 

thế nhìn vào đồ thị ta sẽ thu được kết luận: 
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Do đó ta có kết luận sau: 

• Phương trình (4) có một nghiệm 

• Phương trình (4) có hai nghiệm <í=> 0 < |a| < v^3 □ 


a = 0 
\a\ > y/3 


Bài 10: Biện luận số nghiệm của phương trình: 

\/9 — 2x — X 2 — X + m ((*) 

Giải 


Quan sát một chút ta thấy bài này có cấn trúc hơi khác các bài trên nhưng thật ra chúng như 
nhau: 

(*) \J 10 — (ÕT+ l) 2 = X + m 

Đặt z — X + 1; y — a/10 — z 2 ta có hệ: 

y 2 + z 2 = 10 
{ y — z = m — 1 

y> 0 

Bài toán đưa về biện luận số điểm chung của đường thẳng y — z + m — lvà nửa đường tròn 

ị y 2 + z 2 = 10 

\y> 0 

Đến đây tương tự như Bài 1, xin dành cho bạn đọc giải quyết tiếp phần còn lại của bài toán. 


Bài 11: Biện luận số nghiệm của phương trình 


2 sin t — (m + 3) cos t — m +* 1, t e 


7T 27T 

3’ Y 





Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


67 


Giải 


Đặt X — sin í; y — cos t và đưa điều kiện của bài toán thành: 


X 2 + y 2 = 1 (i) 

2x — (m + 3 )y — m — 1 (ii) 

< ,/ã 

ậ<.< " 


Do hai điều kiện (iii) và (iv) nên ta chỉ cần khảo sát nghiệm trong hình chữ nhật ABCD trong 


đó: 





Do đó bài toán đưa về khảo sát số giao điểm của đường thẳng d : 2X — (m + 3 )y — rn — 1 và 
đường tròn (C) : X 2 + y 2 — 1 nằm trong hình chữ nhật ABCD , hệ có nghiệm thì chỉ có nghiệm 
duy nhất. 



Các đỉnh A và D thuộc đường tròn đơn vị. Các đỉnh còn lại nằm ngoài đường tròn. Hơn nữa 
đường thẳng d luôn đi qua điểm cố định /(—2, —1), do đó để hệ có nghiệm thì đường thẳng d phải 

\/3 \/3 + 1 — rn 

nằm trong phần giới hạn của hai tia IA,ID. Lại có d cắt AD tại điểm s I —-Ạ 


Do đó hệ có nghiệm duy nhất 


_ -1 < v^+1- 
^ 2 "" m + 3 


m ^ 1 — 1 a /3 + 4 

—— A — -vv- —— A —————- 

2 2 m + 3 


m + 3 


1 1 a/3 + 4 3 _ _ r- ^ _ 2\/3 - 

2 2 m + 3 2 3 


Miền góc chứa tập hợp điểm thoả mãn hệ điều kiện trên có biên là các đường thẳng ứng với 
các giá trị của m — - ^\/3 — và m — 2^/3 + 5 □ 
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★ Một vài bài toán khác 


Hai phần trên chúng ta đã tiếp cận với cách giải toán bằng hình học, đồ thị, trong phần này, 
chúng ta sẽ thực sự thấy được vẻ đẹp của việc giải toán bằng hình học, các bài toán trong phần 
này thường không mẫu mực và có cách giải quyết khác nhau tùy dạng toán, ta bắt đầu với ví 
dụ sau: 


Bài 12: Tìm các bộ số (x,y) dương thỏa mãn phương trình: 

\JX 2 + h 2 — hxVĩ> + \jy 2 + a 2 — ayy/3 + \ỊX 2 + y 2 — xyy/ĩ) — Va 2 + b 2 
Trong đó a, b là các số thực dương cho trước. 


Giải 


© Y tưởng: Các bài toán ở hai phần trước chỉ đề cập đến biện luận nghiệm của phương trình, 
hệ phương trình, nhưng đây là một bài về giải phương trình, cách tiếp cận hoàn toàn khác. 

Ta chú ý đến nhận xét sau: vế trái là ba căn thức có dạng gần giống định lý Cosin trong tam giác, 
vế phải là biểu thức gần giống công thức tính đường chéo của cạnh huyền (định lý Pytagore). 
Hơn nữa lại có một kết quả quen thuộc trong hình học phang là AM + MN + NB ^ AB. Do 
đó ta đi đến lời giải như sau: 

© Lời giải: 

Điều kiện: X 2 + b 2 — bx\/3, y 2 + a 2 — ay\/ 3, X 2 + y 2 — xy\fị ^ 0 Dựng tam giác vuông OAB có 
OA — a, OB — b. Ox và Oy là hai đường chia ba các góc của tam giác, trên Ox lấy M và trên 
Oy lấy N sao cho OM — y và ON — X (như hình vẽ) 



Tương tự: MN — \J X 2 + ý 2 — ~xỹÃ/S, BN = \/X 2 + b 2 — bx.y/3, AB — \Ja 2 + b 2 . 
Hơn nữa AM + MN + BN A AB nên: 


\JX 2 + b 2 — bx\J 3 + \Ịy 2 + 0? — ayy/3 + \J'x 2 + y 2 — xyV 3 ^ Va 2 + b 2 


Do điều kiện của bài toán nên dấu bằng xảy ra, nói cách khác M và N lần lượt là giao điểm 
của Ox và Oy với AB. 

Đến đây ta chỉ Cần tìm OM, ON nữa là được! 
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Ta có: 


2 ab 


1 \/3 

Soab — Soam + Sobm ob — -ay H ——hy -v» y — r- 

2 2 a + V3.b 


Tương tự ta tìm được X = 


2 ab 


y/3.a + b 


2 ab 


2 ab 


□ 


Do đó nghiệm của bài toán là X = —f= - y — -7=—- 

V3.a + b a + V3.b 

© Nhận xét: Bài toán trên cho thấy được việc sử dụng hình học để giải toán sẽ đưa bài toán 
về một bài toán khá nhẹ nhàng. Ta cùng đến với ví dụ tiếp theo: 


Bài 13: Giải phương trình: 


V2x 2 -2x + l + J 2x 2 + jVã + l) X + 1 + ^2x 2 - - l) X + 1 


= 3 


Giải 


© Y tưởng: Cũng giống như trên, vế trái gợi ý ta dùng định lý Cosin cho tam giác nhưng không 
thể được. Ta sẽ phải sử dụng cách giải khác. 

Phân tích từ biểu thức đơn giản nhất ta có được: 2x 2 — 2x + 1 = X 2 + (x — l) 2 . Do đó ý tưởng 
của chúng ta cũng là phân tích các biểu thức còn lại thành tổng hai bình phương, do đó ta sẽ 


có lời giải sau: 

© Lời giải: 

Trong hệ tọa độ Oxy lấy các điểm M(x,x), Ẩ(0,1), B 




c 
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Khi đó ta có: 

'ma = \j2x 2 -2x + l 
< MB = ^2x 2 + (y/3 + 1) X + 1 
MC = \J2x 2 - (v^ - 1) X + 1 

Như vậy VT — MA + MB + MC ^ TA + TB + TC với T là điểm Torricelli của tam giác 
ABC. 

Dễ có được tam giác ABC là tam giác đều và T chính là gốc tọa độ, do đó 

MA + MB + MC > 3774 = 3 

Theo điều kiện bài toán thì dấu đẳng thức xảy ra hay M = T, do đó x — 0 □ 

© Nhận xét: Bằng cách phân tích các biểu thức như trên ta hoàn toàn có thể giải bằng cách 
sử dụng BĐT Cauchy-Schwarz. Công việc của ta là đánh giá được BĐT sau: 


\JX 2 + (x — l) 2 + 


1 




+ 



> 3 


Có thể thiết lập bất đẳng thức trên bằng cách chọn tham số. 

Mỗi cách làm đền có ưu nhược điểm. Dùng điểm Toricelli sẽ cho lời giải nhẹ nhàng, nhưng nến 
AABC không đều việc tính toán sẽ gặp khó khăn. Dùng tham số có thể tổng quát bài toán 
nhưng đôi khi nghiệm nhận được rất phức tạp. 

Dưới đây sẽ là một ví dụ với cách giải khác hoàn toàn với hai bài toán trên. 


Bài 14. Giải phương trình sau: 

x\/x + 1 + \/3 — X — 2\/x 2 + 1 


Giải 

© Ý tưởng: ở Bài này rõ ràng việc đưa các biểu thức chứa căn thành độ dài một đoạn thẳng 
gặp khó khăn vì các biểu thức không có dạng bậc hai. Tuy thế trong bài này phương pháp hình 
học vẫn phát huy tác dụng. Biến đổi phương trình một chút ta có: 


X 


Vx + 1 + 1.Ự3 — X — \j ụ + (\/3 — HcỶ-^/X 2 + ĩ 


vế phải khiến ta nghĩ đến tích độ dài còn vế trái giúp ta nghĩ đến tích vô hướng của hai vector, 
từ đó ta hình thành lời giải như sau: 

© Lời giải: 

Điều kiện: — 1 ^ X ^ 3. 


/ r __ r _I 7 7. b = X\jx + 1 + a/3 — X 


Đặt a — (x, 1); b — (a/ÕT+T, \/x + 3 ) ta có 


1^1 


Hơn nữa ta lại có 77. I) V 


^ 


~è 


~è 


— Vx 2 + l.\J (yựx + l) 2 + ~ĩ\/3^xỴ 


X 


Vx + 1 + lV3 — X c J (y/x + (V3 —~x) 2 .\/x 2 + ĩ 


Do đó ta có: 
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Như vậy theo điều kiện ta phải tìm X trong trường hợp dấu bằng xảy ra tức là ta có: 

~ắ II b =>• X.V3 — X — \fx + 1 4^ X 3 — 3x 2 + X + 1 = 0 

x = 1 

o(x-l)(x 2 -2x-l) = 0^ x = l + y/2 □ 

X — 1 — \[2 (loại) 

Ba ví dụ trên chúng ta đã tiếp cận cách giải phương trình bằng hình học, sau đây sẽ là một ví 
dụ về giải hệ phương trình. 



© Ý tưởng: Rõ ràng ngay khi nhìn vào đề bài thì giả thiết “a, b, c là các số thực dương cho 

trước thỏa mãn 7 , - là ba cạnh của tam giác không tù” khiến ta cảm thấy khá rối. Tuy 
a b c 

nhiên nếu chú ý đến phân tích sau thì mọi việc hoàn toàn dễ dàng: 

Với một tam giác không tù có ba cạnh là a, b, c các đường cao tương ứng là h a , hb, h c và diện 
tích là s. ta có: 

' a 1 

2S = V a 

ah a — bhb — ch c = 2S < _ — h b 

ĩll 

2 s 

Từ đó chú ý rằng —, —, — là, ba cạnh của tam giác không tù đồng dạng với tam giác có ba 

cạnh là a, b, c theo tỉ lệ —— do đó —, —, — là ba cạnh của tam giác không tù. Vậy ta có lời 

2 s h a hb h c 

giải như sau: 

© Lời giải: 

Điều kiện a 2 , b 2 ^ z 2 ; b 2 ,c 2 ^ X 2 ] a 2 , c 2 ^ y 2 . 



X 
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Để hệ phương trình có nghiệm thì X, y, z phải dương nên suy ra a,b ^ z; b,c ^ x; a,c ^ y. Do 
đó ta luôn có thể dựng các tam giác sau: 


• AA 1 B 1 C 1 có AịBị — y , AịC\ — z và đường cao tại đỉnh A\ bằng a đồng thời hai tia 
AịBi và A\C\ nằm về hai phía đối với đường cao tại A\. Khi đó theo phương trình thứ 
nhất dễ dàng có được X — BịCi- 

• AA 2 B 2 C 2 có B 2 A 2 — z, B 2 C 2 — X đường cao tại đỉnh B 2 là b đồng thời hai tia B 2 A 2 , 
B 2 C 2 nằm về hai phía đối với đường cao đỉnh B 2 thì y — Ẩ 2 C 2 . 


• AA3B3C3 có C3A3 = y, C3B3 — X đường cao tại đỉnh C3 bằng c đồng thời hai tia C3A3, 
C3-B3 nằm về hai phía đối với đường cao tại đỉnh C3, khi đó z = A3B3. 

Do đó ba tam giác AịBịCi, A2B2C2, A3B3C3 có ba cạnh bằng nhau nên chúng bằng nhau do 
đó diện tích của chúng bằng nhau sưy ra ax — by — cz — 2S. 


Ap dụng công thức Heron ta có: s — \Jp{jp — a)(p — b)(p — c), trong đó p = 


X + y + z 


2S 2S 2 s X + y + z 

Ta c ó: X = —, y = —, z = —, p = - Ệ- - 

a b c 2 


1 1 1 

25 f , + 7 + 7 
a b c 


Do đó suy ra: 


s = Ố 



1 . 1.1 
+ 1 + ^ 

a b c 


1 , 1 
1 + ^ 

b c 


1 , 1 
a b 


Do đó: 



. 2 s 2s 2s _ 

Từ đó ta có được: X — —, y = — — , z — — □. 

a b c 


Bài 16: Giải hệ phương trình ẩn (1 

a; ò; c; d) sau: 


a 2 + b 2 = 1 

< 

c T d — 3 


9 + 6v^2 
ac + bd + cd = — : - 

^ 4 


Giải 

© Y tưởng: Rõ ràng bài toán trên là một bài toán không hề mẫu mực, chỉ có ba phương trình 
nhưng lại có tới 4 ẩn, hơn nữa phương trình thứ 3 khá phức tạp. Khó có thể biến đổi đại số, 
nên chúng ta nghĩ tới phương pháp hình học. 

Với những gì chúng ta đã phân tích ở trên, ý tưởng hình học căn bản của ta sẽ là xét đường 
tròn (C) : X 2 + y 2 = 1 khi đó điểm M(a, b) sẽ thuộc đường tròn này. Còn ở phương trình thứ 2 
ta xét đường thẳng (d) : X + y — 3 thì điểm N(c, d ) sẽ thuộc đường thẳng này. 
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Quỹ tích những điểm M(a, 6) thỏa phương trình thứ nhất là đường tròn (O; 1). 

Quỹ tích những điểm TV(c, d) thỏa mãn phương trình thứ hai là đường thẳng ( d ) : X + y — 3. 
Hơn nữa ta lại có: 


2(ac T 6(7 T cd ) — 2ữ.c T 26(7 -t- (c T (7) — c 2 — d 2 
— 2 ac + 2(76 + 10 (a 2 + 6 2 + c 2 + d 2 ) 

= 10 - (a - cf - (6 - df = 10 - MTV 2 


9 + ôyQ 


11 — 6\/2 


Suy ra 10 - MTV 2 = <=> MTV 2 = — ^ MTV = 


3 - v/2 


2 " •••• 2 " y/2 

Do đó ta sẽ tìm hai điểm M, TV nằm trên đường tròn (O; 1) và đường thẳng (d) : X + y — 3 sao 

3-y/2 


cho khoảng cách giữa chúng là 
© Lời giải: 


V2 ' 



Gọi TVo là hình chiếu của o lên MTV, và Mo và Mg là giao điểm của OTVo với đường tròn đơn 
vị (ơ; 1). 

Nhận xét rằng nếu hệ phương trình có nghiệm thì ta phải có TVM 0 MTV TVMq, do đó ta 
sẽ tính TV 0 M 0 và TVqMq. 

Ta có: M 0 TV 0 = OTV 0 - 1 = 4= - 1 = 3 - = MTV 

V 2 V 2 

Từ đó suy ra M = M 0 và TV = TV 0 . 

và TV 0 = 

Từ đó suy ra nghiệm của hệ □ 

© Nhận xét: Bài toán trên rất đặc thù và may mắn là MTV đạt giá trị nhỏ nhất. Trong một 
9 + Qy/2 

và trường hợp số - Ỵ - của ta thay bằng số khác mà vẫn thỏa mãn hệ có nghiệm và MTV 

không đạt cực trị thì việc làm bài toán sẽ rất khó khăn và hệ sẽ có vô số nghiệm, do đó thông 
thường các bài toán dạng này sẽ là vô nghiệm hay có nghiệm duy nhất. 



_ 'y/2 V2 S 

Dê dàng tính được M 0 


Bài tập tự luyện 
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Bài 


Bài 


Bài 

Bài 

Bài 

Bài 

Bài 


1 : 


2 : 

3: 

4: 

5: 

6 : 

7: 


X 


Biện luận số nghiệm theo m của hệ 
X 2 + y 2 = 8 


xy + 4 y 2 — m 


x+\ị-y= 1 



có nghiệm X, y > 0 

có nghiệm X c 0 c y 


X + y = m 
X 2 + y 2 = 4 
2x — my — m + 2 

Biện luận theo m số nghiệm của phương trình \/5 — 2(x + m) 2 = X — 

Biện luận theo m số nghiệm của phương trình 4 sin t — 3 cos t — 2m — 

Biện luận theo m số nghiệm của phương trình \J 5 — 4x + \Jm + 9x — 

Cho hệ bất phương trình: 


2 

1 với t G [0; 7T] 
1 


Ị (x + l) 2 + y 2 ^ a 
(9 + (y + l) 2 ^a 

Tìm a để hệ có nghiệm duy nhất. 

Bài 8 : Cho hệ phương trình: 


í X 2 + y 2 = 2 (1 + à) 
Ị(z + Z/) 2 = 4 

Tìm a để hệ có hai nghiệm. 

Bài 9: Cho hệ: 


{ X 2 + (5a + 2) X + 4 a 2 + 2a < 0 
X 2 + a 2 = 4 

Tìm a để hệ có nghiệm. 

Bài 10: Cho hệ phương trình: 


{ X + rnx — m — 0 
X 2 + ỳ 2 — X = 0 

1. Biện luận số nghiệm của hệ theo m. 

2. Khi hệ có hai nghiệm (xi,yi), (x 2 ,y 2 )- Xét đại lượng: 

d= (x 2 - Xị) 2 + (4/2 - yi) 2 ■ 

Tìm m để d đạt giá trị lớn nhất. 

Bài 11: Cho hệ: 


Í 2ax + y = 1 
X + 2y > a 

Tìm m để hệ có ít nhất một nghiệm âm (tức là có ít nhất một nghiệm (x, ỹ) trong đó X < 0 và 

ỹ < 0) 
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Bài 12: Biện luận theo m số nghiệm của các phương trình sau: 

a. \/16 — 4x 2 — X — rn 

b. a/1 — 9x 2 = m — 3x 

c. \/2x — X 2 — 2 m — X 

d. \/ 4 — X 2 — \J2rnx — X 2 

e. \/\ — X 2 — y/A — m 2 + 2 mx — X 2 

f. \Z~4x 2 — 16 — m — 2x 

Bài 13: Tìm m để bất phương trình sau có nghiệm: 
a. vT 


X 


2 > 


X 


m 


m 


b. \Jx 2 — 9 > X 

Bài 14: Tìm m để bất phương trình sau có nghiệm duy nhất: \/l2 — 3x 2 ^ X 


b. 


c. 


Bài 15: Phương trình sau có bao nhiêu nghiệm: 4x 3 — 3x — y/l — 
Bài 16: Tìm m để các hệ sau có nghiệm: 
a /1 — X 2 — y 
3 mx — 3 y — 5 m 
\Jx + 1 + y/y + 2 — m 
X + y — 3 m 
\/ A — X 2 — y 
mx — 3 y = 2 m 
Bài 17: Tìm m để các hệ sau có nghiệm: 

\ỊX 2 + X — 2 + X < 1 
X 2 — 2(m + 2)x + 1 > 0 
X + y ^ 1 
X + y ^ \J2xy + m 
X + y ^ 2 

X + y + \j2x{ĩj — 1 ) + a — 2 
Bài 18: Tìm rn để các hệ sau có nghiệm duy nhất: 

X + y + \/2:n/ + m ^ 1 
X + y ^ 1 

V^+ = 1 

X + y ^ m 

Bài 19: Biện luận theo a số nghiệm của các phương trình: 
a. |x| (3 — 4x 2 ) — a. 


X A 


b. 


c. 


a. 


b. 


b. 


c. X 


ị kl - 1 ) (kl - l) 2 = a. 


2x-2 = 


\x 


x 2 + 2\ 

\x\ 

- 1 


\x\ 

1 + 1 


d. 


x 2 + 2 

e -ừ^l =a 


— a. 


m 



76 


Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


f. (x + l) 2 — a \x + 2\ =0 

Bài 20: Cho các số thực dương X, y, z thỏa mãn hệ phương trình 


V 

X 2 + xy + = 25 

V 2 

J + Z 2 = 9 
z 2 + zx + X 2 = 16 


Tìm giá trị biểu thức p = xy + 2r/z + 3 XZ 

Bài 21: Cho a, 6, c là các số thực dương thỏa đẳng thức: 

\Ị a? — V2ab + b 2 + \Ị h 2 — V2bc + c 2 = Va 2 + c 2 

Tìm giá trị nhỏ nhất của —— 

0 

Bài 22: Cho p, q là các số thực sao cho phương trình X 2 + px + q = 0 có hai nghiệm thực có 
giá trị tuyệt đội không vượt qưá 1. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức: 


p = p 2 {p 2 + 2 q 2 - 3) + q 2 (q 2 - 3) 


Bài 23: Khảo sát số nghiệm của hệ phương trình theo a: 


Ị X 2 — y 2 

\{x-a) 2 + y 2 = 1 


HÌNH HỌC KHÔNG GIAN VÀ VIỆC KHẢO SÁT HỆ 
PHƯƠNG TRÌNH 3 Ẩn 

Trong những bài toán sau ta quy ước (x; y; z) là ẩn còn a, b, c là tham số. 

Bài tập ví dụ: 


Bài 1: Biện luận số nghiệm của hệ phương trình với r > 0: 


( 2 1 2 1 2 

X + y + z = r 

(*)< 

ax + by + cz = m 


a'x + ưy + c' z — m' 


© Ý tưởng: 

Hệ (*) gồm một phương trình của một mặt cầu (W) với tâm là gốc tọa độ và một đường thẳng 
d. Tọa độ giao điểm của d và (W) là nghiệm của (*). Vì thế, bài toán được đưa về dạng biện 
luận số giao điểm của d và (w). 

© Phương pháp: 

Viết phương trình mặt phẳng (P) đi qua 0(0; 0; 0) và vuông góc với đường thẳng 
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{ ax + by + cz — m 

. (**) 

_/ , 7 / . / _/ v ' 

ax + by + cz — m 

Tìm giao điểm K của (P) và d. Xét vị trí tương đối của K so với (W). 

* Nếu K nằm trong (W) thì d cắt (W) tại hai điểm phân biệt và hệ (*) có hai nghiệm phân 
biệt. 

* Nếu K nằm trên (W) thì d và (W) có một điểm chung và hệ (*) có nghiệm duy nhất 
* Nếu K nằm ngoài (W) thì hệ (*) vô nghiệm. 


Ví dụ 1: Biện luận số nghiệm của hệ phương trình sau theo tham số m: 


' x 2 + y 2 + z 2 = 22 

< 

X + y + 2z = m 


X — z = 2. 

\ 


Giải 


Phương trình mặt phẳng (P) đi qua o và vuông góc với d là: X — 3y + z = 0. 

{ X + y + 2z = m 

X — z — 2 
z — 3y + z = 0 


Giải hệ này ta được tọa độ điểm K 

* Nếu K nằm trong (W) khi và chỉ khi < 22 —11 ^ m ^ 11. Khi đó, hệ đã cho có hai 

nghiệm phân biệt. 

* Nếu K nằm trên (W) khi và chỉ khi m = 11 V m = -11. Khi đó, hệ đã cho có nghiệm duy 
nhất. 

* Nếu K nằm ngoài (W) khi và chỉ khi m > 11 V m < —11. Khi đó, hệ đã cho vô nghiệm. □ 


/ 3 m 2 m 3 m \ 
VTĨ ; Tĩ ; Tĩy' 


Ví dụ 2: Biện luận số nghiệm của hệ phương trình sau: 


X 2 + y 2 + z 2 = 16 

(*)< 

X + my + z = 2171 — 4 


X — z = 2 


Giải 

Trong hệ (*) thì phương trình X + my + z = 2 m — 4 thuộc chùm đường thẳng có trục là 
Ị X + z — —4 

\ 2 / 2 = 0 

{ X + rny + z = 2 m — 4 
X — z = 2 

Và d đi qua điểm cố định K (—1; 2; —3). 

Ta thấy rằng K nằm trong mặt cầu (W): X 2 + y 2 + z 2 — 16 do đó d cắt (W) tại hai điểm phân 
biệt với mọi m. Vậy hệ đã cho luôn có hai nghiệm phân biệt với mọi m. 

© Mở rộng: 
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Rõ ràng là hệ phương trình ở bài toán 1. cho với mặt cầu nhận gốc tọa độ làm tâm. Tuy nhiên, 
ta cũng có thể tổng quát phương pháp trên lên với hệ có phương trình mặt cầu có tâm không 
phải là gốc tọa độ: 

{ {x — aỶ + (y — b) 2 + (z — c) 2 = r 

CI\X + biy + C\Z — mi (r > 0 ) 

a 2 x + b 2 y + C 2 Z — m 2 

Khi đó, nếu ta đặt: u = X — a,v = y — b,w = z — c thì bài toán trên sẽ đưa về bài toán 1. 



Giải 


Đặt u = X — m, V = y — 2, w = z + 1 hệ phương trình đã cho tương đương với hệ sau: 

ị u 2 + V 2 + w 2 = 16 
(*) < u + V + w — —m 
yu — w — m ~ 1 

Đến đây ta chỉ Cần biện luận số nghiệm của hệ (*) như phương pháp ở bài toán 1. 



lệ đã cho tương đương với hệ: 

X 2 + y 2 + z 2 — r 
z^0 

ax + by = c 
px + qy — z + k — 0 

Hệ này gồm phương trình của nửa mặt cầu (W) và đường thẳng d. Bài toán cũng chuyển về 
dạng bài 1. 




Giải 
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Đặt z — \JQ — X 2 — y 2 . Hệ phương trình đã cho trở thành: 


ị X 2 + y 2 + z 2 = 6 



2X — z = —m 
X — y = 2 


Hệ (*) gồm nửa mặt cần (W) và đường thẳng d chứa tham số m. 

Gọi (P) là mặt phang đi qưa tâm mặt cầu (W) và vưông góc với d. Phương trình mặt phang 
(P) : X + y + 2z = 0 

Gọi H là giao điểm của d và (P), tọa độ H là nghiệm của hệ phương trình 


{ X + y + 2z = 0 
2 X — z = —m 
x-y = 2 


/1 — m —m — 5 m + 2 \ 

Từ đó ta tìm được H ———;-—-; ——— 

V 3 ’ 3 ’ 3 ) 

Vậy đường thẳng d cắt nửa mặt cầu (W) tại hai điểm phân biệt khi và chỉ khi 
' m+ 2 

~F >0 

<V + (| + 2 )% 6 «.2(vs-l)>m>2(^-l) 

(m - l) 2 + (m + 5) 2 + (m + 2) 2 

--—-- < 0 

9 


Đường thẳng d và nửa mặt cầu (W) có một điểm chưng duy nhất khi và chỉ khi: 

(ư±í >0 

) (m - l) 2 + (m + 5) 2 + (m + 2 f = 

{ - 9 -= 6 


Kết luận: 

* Khi m — 2 (\/3 — l) thì hệ đã cho có nghiệm duy nhất 

* Khi 2 (Vã — l) > rri ^ 2 (V2 — l) thì hệ có hai nghiệm phân biệt 

* Mọi giá trị còn lại của m làm hệ vô nghiệm. □ 

© Nhận xét: Cũng bằng cách làm như ở mở rộng của bài toán 1, ta có thể mở rộng cho bài 
toán 2. với hệ có phương trình mặt cầu không nhận gốc tọa độ làm tâm: 

{ \jr — {x — m) 2 — (y — n) 2 = px + qy + k 
ax + hy = c 


Bây giờ ta sẽ mở rộng thêm với hệ gồm hai phương trình mặt cầu. 
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Bài 3: Biện luận nghiệm của hệ phương trình: 


(x - ai ) 2 + (y - bi) 2 + (z- C1) 2 = n 

(*)< 

(x - a 2 ) 2 + (y- b 2 f + (z- c 2 ) 2 = r 2 


ax + by + cz = m 


© Ý tưởng: 

Ta nhận thấy ở hệ (*) có hai phương trình mặt cầu và một phương trình mặt phang. Nến hai 
mặt cầu không có điểm chưng thì hệ vô nghiệm. Nếu hai mặt cầu đó có điểm chung thì hệ hoặc 
vô nghiệm hoặc có nghiệm phụ thuộc vào điểm chung đó thuộc hoặc không thuộc mặt phẳng 
ax + by + cz — m. 

© Phương pháp: 

Trừ hai vế của hai phương trình đầu ta thu được một phương trình mặt phang có dạng: 
(ữi — 02) X + (61 — 62 ) y + (ci — C2) z = m'. Ta gọi mặt phẳng này là mặt đẳng phương của hai 
mặt cầu. Dễ dàng nhận thấy mặt đẳng phương này chứa các điểm chung của hai mặt cầu và 
vuông góc với đường thẳng đi qua tâm của hai mặt cầu. 

* Nếu hai mặt cầu tiếp xúc nhau tại K thì mặt đẳng phương là tiếp diện chung của hai mặt 
cầu tại K. 

* Nếu hai mặt cầu cắt nhau thì giao tuyến của chúng là đường tròn nằm trong mặt đẳng 
phương. 

Như vậy, việc khảo sát hệ phương trình trên chuyển về bài toán khảo sát hệ tương đương là: 

Ỉ (x - Oi ) 2 + (x - ỏi ) 2 + (x - C 1) 2 = n 

(«1 - a 2 ) X + (61 -b 2 )y+ (ci - c 2 ) z — m' 
ax + by + cz — m 

Việc khảo sát phương trình này chính là nội dung của bài toán 1. 


Bài tập tự luyện: 


Bài 1: Biện luận số nghiệm của các hệ phương trình sau: 
X 2 + y 2 + z 2 — 2 m 2 — 2 

a) ị X + y + z = 0 
X — z — m + 4 
^/45 — X 2 — y 2 — m + 2x 


b) 


X — y = 1 


ị x 2 +y 2 + z 2 = 29 
c) < rnx + y + z = —3 m 
y X — z = 2 

í \Ịq - {x - 2) 2 - (y + 2) 2 = 2 x + m 

[ X - y = 2 


Bài 2: Tìm tất cả các giá trị của m để hệ phương trình sau có hai nghiệm phân biệt (aq; yT,Zi) 
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và [x 2 ] y- 2 ] z 2 ) để biểu thức (x\ — x 2 ) 2 + ( 2/1 — y 2 ) 2 + {zi — z 2 ) 2 đạt giá trị nhỏ nhất: 

' 

X 2 + y 2 + z 2 = 12 
mx + y + z = m — 2 
X + y = 2 


MỘT SỐ BÀI PHƯƠNG TRÌNH, HỆ PHƯƠNG TRÌNH 
CÓ THAM SỐ TRONG CÁC KÌ THI OLYMPIC 


Bài 1: Giải và biện luận hệ phương trình sau theo m,n,p,k: 


{ VX — m 2 + A J y — m 2 — k 
\Jy — rí 2 + Vz — n 2 — k 
y/z — p 2 + y/x — p 2 — k 


Trong đó m, n, p,k > 0 và thỏa m + n + p = 


w 3 
~Y~ 


Giải 

Trước hết ta sẽ chứng minh (I) nếu có nghiệm thì đó là nghiệm duy nhất. Thật vậy: Giả sử 
(xi',yi;zi) và (x 2 ;y 2 ;z 2 ) là 2 nghiệm phân biệt của (I). Do vai trò của x,y,z như nhau nên ta 
giả sử X\ > x 2 

Khi đó từ phương trình thứ nhất cùa (I) ta có: 

y/X\ — m 2 + y/ỹĩ— m 2 — \JX 2 — m 2 + \J y 2 — rn 2 


Suy ra y 2 > Ị)\ 

Hoàn toàn tương tự từ phương trình thứ hai của hệ ta chứng minh được Z\ > z 2 
Từ phương trình thứ 3 ta suy ra được x 2 > X\ x điều này mâu thuẫn với giả thiết. 
Vậy (I) có nghiệm duy nhất. 

Lại có 


m, n,p, k > 0 


m + n + p = 


k 


\/3 

2 


Nên tồn tại một A ABC đều cạnh k và một điểm I nằm trong tam giác sao cho khoảng cách 
từ I đến các cạnh là m, n, p. 

Xét A FIA có IA 2 - IF 2 = AF 2 4» VIA 2 - m 2 = AF 

Tương tự ta có VlB 2 — m 2 — BF 

Do đó VIA 2 - m 2 + VIB 2 - m 2 = AF + BF = k. 

Từ phương trình 1 của hệ ta suy ra X = IA 2 , y = IB 2 => X = IC 2 

X — IA 2 

y = iB 2 
z = IC 2 


Vậy (I) có nghiệm: 
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ị X = IA 2 

Vậy với mọi m, n,p, k thoả đề bài thì (I)-v^ < y = IB 2 □ 

[z = IC 2 


Bài 2: Tìm tất cả giá trị nguyên dương của n sao cho hệ phương trình sau có nghiệm 
dương: 


Xi + X 2 + ... + x n = 9 

11 1 

-1-h ••• H-— 1 

Xi x 2 x n 


Giải 

Giả sử hệ đã cho có nghiệm X\]X 2 ] ...;x n . Theo bất đẳng thức Cauchy ta có: 

(xi + x 2 + ... + x n ) ( — + — + 

\x 1 x 2 x n J 

( Xi + x 2 + x 3 = 9 

1X1 có nghiệm dương Xị = x 2 = x 3 = 3. 

TT + ir + 3ằ = - 1 

Xị x 2 x 3 

ị Xi + x 2 = 9 ( Xl + X2 = g 

* Với n — 2, xét hệ: < 1 1 < 

— + -- = 1 1 X]_x 2 = 9 

V X\ x 2 v 

Ta thấy phương trình t 2 — 9t + 9 = 0 có 2 nghiệm phân biệt dương. Vậy n — 2 thỏa mãn yên 
cầu đề bài. 

r*i = 9 

Với n — 1, ta có hệ: < 1 

1 ' 1 
V Xị 

Dễ thấy hệ trên vô nghiệm. 

Như vậy n G {2; 3} là giá trị cần tìm. □ 


Bài 3: Tìm tất cả giá trị của tham số m để hệ sau có 5 nghiệm thực: 

X 3 — mx — y = 0 


ự) 


y — my + X = 0 


Giải 

Nhận thấy hệ đã cho luôn có nghiệm X = y = 0 Vm 

{ X 4 — mx 2 — xy = 0 

y — my 2 + xy = 0 

Từ đó ta có X 4 + y 4 = m(x 2 + y 2 ) ra > 0. 

Bài toán đã cho trở thành: tìm m > 0 để hệ có 4 nghiệm (x; y) 7 ^ (0; 0) 
Thế y — X 3 — mx vào phương trình thứ hai của hệ, ta có: 

x 2 (x 2 — m) 3 — m(x 2 — m) + 1 = 0 (1) 

_ ị t 4 + mt 3 — mt + 1 = 0 
Đặt t = X 2 — m, (1) tương đương với: (*) < 

[ t > —m 

Đặt u = t — ị, (*) trở thành: u 2 — mu + 2 = 0 (2) 
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Ta phải có A ^ 0 =>■ m ^ 2y/2. Khi đó (2) có 2 nghiệm 


u 1 = 
u 2 = 


—m + \Jm 2 — 8 
2 

—m — ỵ/m 2 — 8 
2 


Xét hai phương trình sau: 

{ t — - = U\ ^ f(t) — 2t 2 — (y/m 2 — 8 — m)t — 2 = 0 (3) 
t — - = u 2 g(t) — 2 1 2 + (\/m 2 — 8 + m)t — 2 = 0 (4) 

Ta có /(—m)./(0) < 0 và <?(—m)-ỡ(o) < 0 
Nên (3) có 2 nghiệm phân biệt — m < ti < 0 < t 2 
Và. (4) có 2 nghiệm phân biệt — m < Í 3 < 0 < tị 
ững với mỗi t sẽ có hai giá trị của X = ±y/t + m. 

Vậy để hệ đã cho có 4 nghiệm ta phải có ti — t 3 , t 2 — tị <=> U\ — u 2 m — 2y/2 
Thử lại thấy đúng. Vậy m — 2y / 2 là giá trị cần tìm. □ 


Bài 4: Tìm điền kiện của các số a,b để hệ phương trình sau đây có ít nhất một nghiệm với 

Xị > 0, x 2 > 0, £3 > 0, Xị > 0 : 


{ X\ — x 2 = a 
x 3 -x 4 = b 
Xi + x 2 + x 3 + X 4 = 1 


Giải 

Giả sử hệ đã cho có ít nhất một nghiệm Xị >0,a;2>0,a;3>0,a:4>0. 

Ta có |a| = líUi — x 2 \ < |xi| + \x 2 \ — Xi + x 2 

\b\ = \x 3 - x 4 \ < \x 3 \ + |x 4 | = x 3 + x 4 

Từ đó suy ra |a| + |ò| < X\ + x 2 + x 3 + x 4 = 1 

Ngược lại nếu có |a| + \b\ < 1 thì c = 1 — (|a| + |ò|) > 0 

c c 

Khi đó tùy theo a;b âm hay dương mà hệ đã cho có nghiêm: X\ — |a| + x 2 — -ị, x 3 — 
... c c 

1*1 + 4 ’ Xi = 4 

c c c c 

Xi = x 2 = |a| + -, x 3 = \b\ + x 4 = - 

. . c c c . . c 

X\ = \a\ + -, x 2 = x 3 = x 4 = \b\ + - 

Các nghiệm này đền thoả yêu cần bài toán. □ 


Bài 5: Cho a,b,c Ỷ 0- Giải và biện luận hệ san theo a, b, c: 


ữy/x — y + z.\Jx + y — z — Xy/ỹz 

ự)< 

b^/x + y — z.\Jy + z — X — y\fxz 


C\jy + z — x.\Jx + y — z = Zy/xỹ 


Giải 
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Xét hai trường hợp sau đây: 

© Nếu có ít nhất một trong ba số a,b,c < 0. Ta giả sử a < 0. Khi đó từ phương trình đầu của 
hệ ta suy ra cả hai vế đều phải bằng 0, tức là ta có: 

xyz — 0 

(x — y + z) (x + y — z) = 0 

Từ đó để ý đến điền kiện cho biểu thức trong căn có nghĩa thì đễ thoả mản phương trình thứ 
nhất của hệ ta phài có: X = 0, y = z ^ 0 hoặc y = 0, X = z ^ 0 hoặc z = 0, X = y ^ 0 
Thay lại vào hai phương trỉnh sau thấy đúng. Đó chính là các nghiệm của hệ phuơng trình 
trong trường hợp này. 

© Nếu a,b,c > 0: Khi đó hệ đã cho tương đương với hệ 

Ỉ a 2 (x — y + z)(x + y — z) = x 2 yz 
b 2 (x + y — z)(y + z — x) = y 2 xz 
c 2 (y + z — x)(x + z — y) = z 2 xy 

Rõ ràng (II) luôn có nghiệm (0; 0; 0). Ta thử tìm nghiệm khác của hệ: 

Nhân vế với vế của ba phương trình trong hệ trên rồi lấy căn bậc hai, ta được: 

abc(x + y — z)(x + z — y)(y + z — x) — x 2 y 2 z 2 



Từ đó ta đi đến hệ phương trình sau: 


2 ) — 

bc(y + z — x) = ayz ị abc(y + z — x) = a 2 yz ị a 2 y + b 2 x — 2 abc 

ac(x + y — z) — bxz < abc(x + y — z) — b 2 xz <=> < b 2 z + c 2 y — 2 abc -v^ y — 

ab(x + z — ỳ) = cyx y abc(x + z — y) = c 2 yx [ C 2 X + a 2 z — 2 abc _ 


b 2 + c 2 — á 2 
b 

a 2 + c 2 — b 2 
c 

a 2 + b 2 — c? 


Để x,y,z > 0, ta phải có: a 2 + b 2 > c 2 , b 2 + c 2 > a 2 , c 2 + a 2 > b 2 
Tóm lại ta đi đến kết luận sau: 


Nếu có ít nhất một trong ba số a, b, c < 0 thì nghiệm của hệ là: (0; a; a), (a; cc; 0), (a; 0; a) 
với a > 0 tuỳ ý. 


7^Nếu cả ba số a, b, c đều dương thì: 

* Nếu a 2 + b 2 > c 2 , b 2 + c 2 > a 2 , c 2 + a 2 > b 2 thì nghiệm của hệ là (0; 0; 0) và 

/ a b c \ 

\b 2 + c 2 — a 2 ’ a 2 + c 2 — b 2 ' à 2 + b 2 — c 2 ) 

* Nếu có ít nhất một trong các bất đẳng thức sau: a 2 + b 2 ^ c 2 , ò 2 + c 2 ^ a 2 , c 2 + a 2 ^ b 2 thì 
nghiệm của hệ chỉ là (0; 0; 0) □ 

Bài 6: Giả sử ——— T-— H-= 0. Chứng minh rằng phương trình ax 2 + bx + c = 0 

m + 2 m + 1 m 

có nghiệm X G (0; 1) _ 


Giải 




Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


85 


Xét hàm số f(x) — — -—:X m+2 4-- ^—-x m+1 + —x m , X e [0,11 

m + 2 /// — 1 m 

f'(x) — ax m+1 + bx m + cx m_1 = x m_1 (aa; 2 + bx + c) 

Ta lại có: /(0) = 0 và /(1) = —° + + y; = 0 

Do đó theo định lý Lagrange thì tồn tại x 0 G (0, l)sao cho /(1) — /(0) = (1 — 0)f'(xo) 

Nên f'(x 0 ) = 0 x ữ m ~ l (ax o 2 + bx 0 + c) = 0 

-v=> ữXo 2 + teo + c = 0 

Vậy ta có điều phải chứng minh. □ 


Bài 7: Cho phương trình 

X 3 — 2002x 2 + 200102; — 2000a = 0 

Tìm giá trị lớn nhất của a sao cho tồn tại b để phương trình trên có 3 nghiệm trên [ — 

2002,20021 _ 


Giải 


Giả sử Xi, x 2 ,x 3 là 3 nghiệm của phương trình. Khi đó theo định lý Viete cho phương trình bậc 
ba ta có: 

Ỉ X 1 + X 2 + x 3 = 2002 
X 1 X 2 + X 2 X 3 + X 3 XI = 20016 
Xix 2 x 3 — 2000a 

Xảy ra các trường hợp sau: 

* Nếư x 2 < 0 hoặc x 3 < 0 khi đó Xi + x 2 + x 3 < x 3 ^ 2002. Điều này mâu thuẫn với phương 
trình thứ nhất của (I) 

* Nến X\ < 0 ^ x 2 ^ x 3 , từ phương trình ba của (I) suy ra a ^ 0. 

* Nếu 0 ^ Xỵ ^ x 2 ^ x 3 , theo bất đẳng thức Cauchy ta có: 


2002 = Xị + x 2 + x 3 ^ ?>^/xiX 2 x 3 — v^õõõã => a ^ 

^ __ _ _ 2002 ? UUỈ ^ ; _ 2002 2 

Dâu = xay ra khi X\ = x 2 = x 3 — —-— và khi ây 6 = ——— 

J 3 • 6003 

... ....... ... ,_ 2002 3 . , 2002 2 

tíây giờ ta xét bài toán trong trường hợp a — và b — 

Khi đó phương trình đã cho trở thành: 

, „ , 2002 2 
X 3 — 2002x 2 H— ~T—X — 


2002 3 

54000 


54000 
2002 2 


6003 


3 3 


„ . , 2002 3 „ 
= 0tt(x- -77-) = 0 


Phương trình trên có 3 nghiệm X\ = x 2 = x 3 = 

2002 3 ^ , .. 

Vậy a max = —— là giá trị cấn tìm □ 

54000 


2002 


G [-2002,2002] 


Bài 8: Tìm tất cả giá trị của tham số a sao cho phương trình sau có đúng hai nghiệm phân 
biệt: 

X + 4 \y\ — |x| 

\y\ + \x — a| = 1 
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Giải 

Ta xét hai trường hợp sau: 

Nếu X ^ 0 thì y = 0. Khi đó: 

• Với a > 1 thì hệ có hai nghiệm phân biệt với X ^ 0 là (a — 1; 0), (a + 1; 0). 

• Với —1 V « v 1 hệ chỉ có một nghiệm với X ^ 0 là (a + 1; 0). 

• Với a < — 1 thì hệ đã cho vô nghiệm. 

Nếu X < 0: Ta có \y\ — -Ệ- và|a; — o| = l + — 

1 + 1^0 x^-2 

Hay Ị"a;-a = l + ^ ỊX — 2(1 + a) 

V 2(â-l) 

L—«=-1-1 lb= 3^ 

2 

Mặt khác —2 ^ 2(a + 1) < 0 -v=> — 2 ^ a < — 1 và — 2 ^ ha — 1) < 0 -v^ —2 ^ a < 1. 

3 

Rõ ràng nến ( X ; y) là một nghiệm của hệ với X < 0 thì y Ỷ 0 y à (x~, —ỳ) cũng là một nghiệm 
của hệ. Do đó: 

• Khi a < — 2 thì hệ vô nghiệm. 

2 

• Khi a — —2 ta có X = 2 (a + 1) = —2 và X — -(a — 1) = —2 nên hệ có đúng hai nghiệm 

3 

phân biệt (2; ±1). 

2 

• Khi -2 < a < 1 thì 2(a + 1) 7 ^ -(a — 1) và hai giá trị này cho hệ có 4 nghiệm. 

3 

• Khi -1 < a < 1 thì hệ có 3 nghiệm. 

a ^ 1 

Tóm lại hệ đã cho có đúng hai nghiệm khi □ 

a — —2 

Bài 9: Tìm a, b, c, d sao cho phương trình san có nghiệm iễK: 

_ (2x — 1) 4Ũ — (ax + fe) 10 = (x 2 + cx + d) 20 (1) _ 

Giải 

Vì (1) đúng với mọi X nên cũng đúng khi X — - 

vai x=ị, (1) (2 + 6 ) 10 + (4 + 2 + d ) = 

Thay a — —2b vào (1) ta được: 


ị a — —2 b 

1 c , , 1 (2) 

Ì2 +ằ ~4 


(2x — l) 40 = (—2 bx + ò) 40 + (x 2 + cx + d) 2 \x 
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Hệ số X 40 của hai vế là 2 40 và 2 40 ò 40 + 1 do đó suy ra 2 40 = 2 40 ò 40 + 1 =>• b — ±- v / 2 40 — 1 
(1) trở thành 

(2x — l) 40 = b 40 (—2x + l) 40 + (x 2 + cx + d) 20 \/x 
<=> (2x — 1) 40 (1 — ò 40 ) = (x 2 + cx + d) 20 Va; 


* ( 2x 1 ) 2 40 
-<H) - 


= (a; 2 + ca; + d) 2ữ \/x 
(x 2 + cx + á) 20 Va; 


±(a; 2 + ca; + d) Va; 


/ 1\ 2 1 

* Xét khi í a; — V j = a; 2 + ca; + dVa; =-1 Vc=-1 và íí=-Ị (thoả (2)) 

( 1 \ 2 

* Xét khi í X — ^ Ị — —(x 2 + cx + d) Vx: không có c, d. thỏa mãn yên cần bài toán. 
Vậy a = - 26 , 6 = ±ị — 1, c — —1 và d — — — là các giá trị cần tìm □. 


Bài 10: Cho hệ phương trình sau (ẩn x,y ): 

{ X = y 2 + a 
y = X 2 + 6 

với a,b là các tham số thực. Biết rằng hệ phương trình này có nghiệm duy nhất (xo,yo). 
Tính giá trị của tích p = Xọyọ. _ 


Giải 

Đầu tiên ta cùng xem qua lời giải sau: 

Giả sử với các giá trị a, b nào đó, hệ đã cho có nghiệm duy nhất là (xo, yò). Đặt Xoyo — k G M. 

Nếu x 0 = 0 thì y 0 — b và ò 2 + a = 0, suy ra a ^ 0. 

Trong hệ đã cho, thay y từ phương trình thứ hai lên phương trình thứ nhất, ta có 

(x 2 + ò) 2 + a = X X 4 + 2bx 2 + b 2 + a = X <^> x(x 3 + 2bx — 1) = 0 (*) 

Ta xét phương trình X 3 + 2bx — 1 = Ovà đặt f(x) — X 3 + 2bx — 1, X G M. 

Ta thấy hàm này liên tục trên M và /(0) = —1 < 0, lim f(x) — +CX 0 nên f(x) — 0 hay phương 

X —>-+oo 

trình X 3 + 2bx — 1 = 0 có ít nhất một nghiệm dương X = X\ > 0. 

Dễ thấy rằng điều kiện để X thỏa mãn đề bài là X = y 2 + a ^ a nên cả hai nghiệm đã nêu 

X = x 0 = 0, X = X\ của phương trình (*) đều thỏa mãn. Mỗi giá trị X cho ta đúng một giá trị 

y nên trong trường hợp này hệ có ít nhất hai nghiệm phân biệt, không đúng với đề bài. 

* Nếu 1/0 = 0 thì cũng xét tương tự như trên. 

ỵ 

Nếu XQ,yo Ỷ 0- Thay yo — — vào hai phương trình của hệ đã cho, ta được: 

Xo 

{ k 2 

x »= J+“ ịxị = e + axl 

, 0 <=> < ” => k = k 2 + axỉ + bx ữ k 2 — k + (axỉ, + bxo) — 0 

ị=4 + b \k=4 + bxo 

Xo 
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Hệ CÓ nghiệm duy nhất nên phương trình bậc hai theo k cũng có nghiệm duy nhất, tức là 
k — Vậy nếu hệ có nghiệm duy nhất thì tích p — XoVo — 2 ■ 

© Nhận xét: Lời giải trên tuy nhìn hợp lí nhưng thật ra đã có một sai lầm rất tinh vi, đó là 
khi cho rằng hệ đã cho và phương trình thu được sau phép thế, còn gọi là phương trình hệ quả, 
là tương đương với nhau, ở đây, rõ ràng nếu hệ phương trình ban đầu có nghiệm duy nhất thì 
chưa hẳn phương trình cuối theo biến k k 2 — k + (axị + bx o) = 0 có nghiệm duy nhất, trong đó 
vẫn có thể có một nghiệm không thỏa mãn đề bài. Cách biến đổi đại số dùng cho bài này khó 
có thể tìm ra được kết quả chính xác. 

Lời giải đúng là như sau: 


Trong hệ phương trình đã cho, thay y bởi X 2 + b vào phương trình trên, ta có: 

X = (x 2 + b) 2 + a. 

Dễ thấy các nghiệm của phương trình này đền thỏa mãn đề bài vì X ^ a, mà mỗi nghiệm như 
thế cho ta một giá trị tương ứng của y nên điều kiện để hệ đã cho có nghiệm duy nhất là 
phương trình ẩn X trên có nghiệm duy nhất. 

Phương trình bậc 4 có nghiệm duy nhất khi nó có nghiệm kép, điều đó có nghĩa là nghiệm đó 
cũng là nghiệm của phương trình đạo hàm bằng 0. 

Gọi Xo là nghiệm đó (tương ứng với giá trị yò) thì ta có hệ sau 

Ị Xo = (xồ + bý + a 

\ 4x 0 (xl + b) = 1 

1 

Hơn nữa, do Xo là nghiệm của hệ ban đầu nên xl + b = yo, suy ra Xoyo = Ị. Vậy nếu hệ đã cho 
có nghiệm duy nhất thì tích p = XoVo — -. 

MỞ RỘNG: 

Để giải quyết trọn vẹn bài toán, chúng ta sẽ làm rõ hơn các Vấn đề sau: 

Vấn đề 1: Nếu phương trình bậc 4 có nghiệm duy nhất khi nó có nghiệm kép, điều đó có nghĩa 
là nghiệm đó cũng là nghiệm của phương trình đạo hàm bằng 0. 

© Lời giải: 

Xét đa thức P{x) = X 4 + ax 3 + bx 2 + cx + d, giả sử đa thức này có nghiệm duy nhất là X = Xo- 
Khi đó, theo định lí Bezóut, ta có thể phân tích đã thức đã cho thành p(x) — (x — xo)Q(x) với 
Q(x) là đa thức bậc 3 Đa thức bậc ba Q(x) luôn có ít nhất một nghiệm nên nghiệm đó cũng 
phải là X = x 0 . Ta lại phân tích đa thức ban đầu thành p(x) = (x — Xoỷ R{x) với R(x) là đa 
thức bậc 2 

Suy ra P'(x) — 2 (x — xo)R(x) + (x — xo) 2 R'(x) — (x — Xo) [2 R(x) + (x — Xo )R'(x)]. 

Đa thức này cũng có nghiệm là X = Xo nên ta có đpcm. □ 

Vấn đề 2: Tìm điều kiện Cần của hai tham số a, b để hệ đã cho có nghiệm duy nhất. 

© Lời giải: 
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Từ cách giải phân tích ở trên, ta thấy rằng a, b phải thỏa mãn điều kiện: 
x =ự + b ý + a Ị X = (x 2 + bf + a x 2 + b 


4x(x 2 + b) — 1 




X 2 + b = 

Ax 


4x 


+ a — x =>• 3x 2 — 4 ax — b = 0(**) 


Ạ-ax -Ị- b 

Suy ra X 2 — —-—. Thay vào phương trình thứ hai của hệ trên, ta được 


4x 
Do đó 


4 ax + 4 b 


= 1 <=> 4x 


4 ax + 4 b 


= 1 16aa; 2 + 16òa; — 3 = 0 X 2 = 


16 bx 


16 a 


3 — 16òa; 4 ax + 6 9 — 16aò 

= ———— <3- X = 


16a 


64a 2 + 486 


Thay vào phương trình (**), ta có 

2 

— 4a 


/ 9- 16a6 


. 64a 2 + 486 


9 — 16a6 
64a 2 + 486 


6 = 0 


3(9 - 16a6) 2 - 4a(64a 2 + 486)(9 - 16a6) - 6(64a 2 + 486) = 0 
256(a 3 + 6 3 + a 2 6 2 ) + 288a6 = 27^ 256(a + 6 2 )(6 + a 2 ) = 27 - 32a6 

Biểu thức này đối xứng giữa a và b nên nếu lặp lại quá trình biến đổi trên với y thì ta cũng có 
kết quả tương tự. Do đó, điều kiện cần của hai tham số a, 6 để hệ đã cho có nghiệm duy nhất 
là a, b phải thỏa mãn đẳng thức sau 

256(a + 6 2 )(6 + a 2 ) = 27 - 32a6 

/1 1\ 

Một cặp giá trị đẹp thỏa mãn đắng thức trên là (o, 6) = 1 - 1 và tương ứng với nghiệm duy 

nhất của hệ là {x 0 ,y 0 ) = Q, 0 □. 


Vấn đề 3: Bài toán mở rộng. 

Bài toán trên có thể mở rộng ra cho bậc cao hơn của X và y như sau: 


Bài 10*; Cho hệ phương trình sau (ẩn X, y) với a, b là các tham số thực: 

X = y 2n + a 

_ ,ne N* 
y = x 2n + 6 

Biết rằng hệ phương trình này có nghiệm duy nhất (. Xo,yo )■ Hãy tính tích P n = Xoyo- 
® Lời giải: 

Thay y = x 2n + 6 vào X = y 2n + a, ta được X = (x 2n + b) 2n + a. 

Đa thức này bậc chẵn nên chứng minh tương tự nhận xét (1) nêu trên, ta thấy a, 6 phải thỏa 

x 0 = (xo n + b) 2n + a 
(2n) 2 Xq - 1 (x 2n + 6) 2n_1 = 1 

Lại thay yo = xỊ n + 6 vào đẳng thức trên, ta có 

(2n) 2 x 2 ( r~ 1 y 2 0 n - 1 = 1 ^ x 0 y 0 = (4n 2 ỷ- 2n 




90 


Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Vậy nếu hệ đã cho có nghiệm duy nhất thì P n — (An 2 ) 1 2n □. 

Bài toán ban đầu là trường hợp đặc biệt khi n — 1. 

Chú ý rằng ta cho bậc ở đây chẵn để XoVo nhận một giá trị, bài toán hoàn toàn có thể mở rộng 
với số mũ tùy ý nhưng trong trường hợp bậc lẻ thì có thể có 2 giá trị của XoHo. 

Ngoài ra kết quả thú vị từ bỉểu thức điều kiện cần ờ trên cũng cho ta một bài Bất đẳng thức 
hay: 

1 

Ta lại thấy rằng nếu xét giả thiết a + b ^ 0 thì có thể chứng minh rằng ab ^ 7—. Thật vậy, nếu 

16 

có một số âm, một số dương thì điều này đúng. Ngược lại thì chỉ cần dùng BĐT AM-GM kết 


hợp với ẩn phụ để đánh giá. 

Rõ ràng điều kiện a + b ^ 0 có thể được thay thế bằng a + b ^ c với c ^ 
1 

c_ 2012 

Chuyển hệ đã cho về 

{ X 2 — y = b 
y 2 — X = a 


1 

8 


9 . 9 

. 0 đây có the chọn 


Rõ ràng phương trình trên chuyển được thành phương trình dưới thông qua một phép hoán 
đổi vị trí giữa hai biến. 

Như vậy ta có bài toán sau: 


Bài 10**: Cho đa thức p(x, y) — X — y 2 với X, y G M\{0}. 

Xét a, b G M sao cho tồn tại đúng một cặp số thực xo,yo £ M\{0} thỏa mãn P(xo,yo) — b và 
p(y 0 ,x 0 ) = a. 

Chứng minh rằng nếu a + b ^ thì 4 ab V x 0 y 0 . 


Sau đây là một bài toán về hệ bất phương trình: 

Bài 11: Tìm a để hệ bất phương trình có nghiệm: 

\ x 2 + 2 xy - 7y 2 > ị^(*) 

/ 1 + a 

\ 3x 2 + 10 xy — 5 y 2 ^ —2 

Giải 

© Điều kiện cần: Giả sử hệ bất phương trình có nghiệm (x ữ ]y ữ ) và a 0 là một trong các giá trị 
cần tìm. Vậy thì: 

í Xo 2 + 2x 0 y 0 - 7y 0 2 ^ ị Ị - 2x 0 2 - Ax 0 y 0 + 14 y 0 2 V 2 - 4 (1) 

ị l + a 0 <ịq>^ 1 + «0 

( 3x 0 2 + 10x o y o - 5y 0 2 ^ -2 ( 3x 0 2 + 10x o y o - 5 y 0 2 ^ -2 (2) 

Từ (1) và (2) suy ra: 

9 _ 9 4 , . „ ,2 4 

Xo + 6x 0 y 0 + I0y 0 ^ (x 0 + 3y 0 ) ^ 1 + a 0 < 0 a 0 < -1 

1 + «0 1 + a 0 
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Vậy điều kiện cần để hệ có nghiệm là a < — 1. 

© Điền kiện đủ: Với a < — 1 thì Y+^ < — 1. 

X 2 + 2 xy — 7 ỳ 2 — —1 


Do đó nến hệ phương trình (/) 


3x 2 + 10 xy — 5 y 2 — —2 


có nghiệm thì hệ bất phương trình đã 


cho có nghiệm. 
Ta xét hệ (I): 


ự) 


X 2 + 2 xy — 7y 2 — —1 
(x + 3 y) 2 — 0 




-3 1 

2 y 2 
3 -1 

x= 2' y= 2 


Hệ (I) có nghiệm nên hệ bất phương trình đã cho có nghiệm. 

Tóm lại, hệ bất phương trình ban đầu có nghiệm khi và chỉ khi a < — 1 □ 

© Nhận xét: Đây là một bài toán tương đối khó, từng nằm trong kì thi Đại học. Điền đặc biệt 
của lời giải trên nằm ở điền kiện đủ khi chuyển việc chứng minh hệ bất phương trình có nghiệm 
về việc giải hệ phương trình đẳng Cấp bậc hai. Tuy nhiên, mấu chốt của bài toán lại nằm ở 
điền kiện Cần. Các bạn đã bao giờ nghĩ, làm cách nào để đưa được hệ bất phương trình ở đầu 
bài về dạng f 2 (xo,yo) ^ g(a ) chưa? Hay nói cách khác, tại sao nghĩ tới việc nhân số (—2) vào 
bất phương trình (*)? Chúng ta hãy cùng xem qua ý tưởng sau đây: 

Trước hết, ta thấy rằng: 

a = b = 0 

ax 2 + bx + c ^ 0 Va; G 


ax 2 + bx + c ^ 0 \/x G 


* ax 2 + bx + c = f 2 (x)\/x G 


%ax 2 + bxy + cy 2 — f 2 (x, y) Vx, y G 



(với f(x) = ax + /3) 


(với f(x,y) = ax + /3y) 


a = b = 0 

o 0 

a, c > 0 
b 2 — 4 ac — 0 

Mục tiêu của chúng ta là đưa hệ bất phương trình về dạng 0 ^ f 2 (x 0 ,y 0 ) ^ g(ữ), chính vì lí 
do đó từ bất phương trình (*) ta cần nhân với một số a < 0. Ta có: 


X 2 + 2 xy — 7y 2 ^ 


1 — a 
1 + 0 <^> 


3x 2 + 10 xy — 5 y 2 + —2 


ax 2 + 2 axy — 7ay 2 V a 
3x 2 + 10 xy — 5 y 2 + —2 


1 — 0 
1 + ữ 


(a + 3)x 2 + 2(a + 5 )xy — (7 a + 5 )y 2 ^ a 


1 + 0 


2(3) 
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Bây giờ, để ý đến vế trái của (3), ta cần biến đổi về trái này về bình phương của một biểu thức 
với mọi X, y. Điền này chỉ tương đương với điều kiện sau: 


a + 3 > 0 
\ 2„.2 


a + 3 > 0 


(a + 5)V + (a + 3)(7a + 5 )y 2 = 0 ^ 1 (a + 5) 2 + (a + 3)(7a + 5) = 0 


a + 3 > 0 

8 a 2 + 36a + 40 = 0 




a — —2 
5 

a ~~2 


Tuy nhiên, ở bài toán này, ta lại thấy có hai giá trị của a. Ta Cần chọn lựa số a nào sẽ thích 
hợp. 

Ta có: 

2 Ị p 2] 2(1-ạ) 5(1-ạ) 


5(1 — a) 


2(1 + a) 
1 — a 


11 fl 


> 0 ( do \ < 0) 


1 T CL 2(1 T ữ) 

5(1-0) 2(1-0) 


2 > 


2(1 + à) 1 + a 2(1 + à) 1 + a 

Như vậy, từ bất phương trình (3) ta suy ra cần nhân vào hai vế của bất phương trình (*) với 
số a = —2. 

Từ đó ta cũng có thể sáng tạo nhiều bài toán mới, ví dụ như bài sau: 

Bài 11*: Tìm a để các hệ bất phương trình sau có nghiệm: 

5x 2 — 4 xy + 2 y 2 ^ 3 

7x 2 + 4 xy + 2 y 2 < " 

2ạ + 5 ^ 

2 ^ 3a + 1 


5x + 7 xy + 2 ỳ ^ 

3x 2 + xy + y 2 ^ 1 
3x 2 — 8 xy — 8 y 2 ^ 2 


a + 2 


X 2 — Axy + 2 y 2 ^ 


CL - 1 “ 1 

2a+ 1 
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Chương III: CÁC PHƯƠNG PHÁP GIẢI PHƯƠNG 

TRÌNH 


PHƯƠNG PHÁP ĐẶT ẤN PHỤ 


Một số cách đặt ẩn phụ cơ bản 

Phương trình có dạng ax 2 + bx + c = sjpx 2 + qx + r trong đó - = - 

__ ^ p q 

© Phương pháp: Đặt t — \Jpx 2 + qx + r, t ^ 0 đưa về phương trình theo t. 


Dạng 1: 


Dạng 2: 


Phương trình có dạng 


p(x) + Q(x) + (y/p(x) ± A /Q(x)) ± 2 y/P(x).Q(x) + a = 0(«eK) 


© Phương pháp: Đặt t — \jp{x) ± A jQ{x) => t 2 = p(x) + Q(x) ± 2 y // P(x).Q(x). 
Từ đó đưa về phương trình theo t. 



Giải 


ĐKXĐ: 0 ^ X ^ 1 

_ _ ị 2 — ị 

Đặt t — ựx + \/l — X thì \JX — X 2 — —-—. Phương trình đầu trở thành 

t 2 -1 

1 + —— = í^í 2 -3í + 2 = 0^í = l;í = 2 

ó 

• Nến t = 2 ựx + a/1 — X — 2 (vô nghiệm) 

• Nếu t — 1 ựx + \J\ — X = 1 X G {0; 1} 

Vậy phương trình có tập nghiệm s — {0; 1}. □ 

Bài tập tự luyện 

Giải các phương trình sau: 

1/(ĐH Ngoại Thương-2000) {x + 5)(2 — x) — 3\fx?^T3x 
2/(ĐH Ngoại ngữ 1998) (x + 4)(t + 1) — 3^/X 2 + 5x + 2 = 6 
3/(ĐH Cần Thơ 1999) ^(x + 1)(2 — x) = 1 + 2x — 2x 2 
4/ 4x 2 + 10x + 9 = 5v / 2r 2 T5ãH r 3 
5/ 18t 2 - 18x + 5 = 3V9x 2 - 9x + 2 
6/ 3t 2 + 21x + 18 + 2Vx 2 + 7x + 7 = 2 

7/(HVKTQS-1999) a/3t — 2 + = 4x - 9 + 2^3x2 - 5x + 2 
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8 / \fĩx + 3 + \Jx + 1 — 3x + 2\/2x 2 + 5x + 3 — 16 
9j\j4x + 3 + V2íc + 1 = 6 x + -\/8a; 2 + ĩõx + 3 — 16 
10/(CĐSPHN-2001) ựx - 2 - ựx + 2 = 2Vx 2 - 4 - 2a; + 2 


Đặt ẩn phụ đưa về phương trình tích 

Xuất phát từ một số hằng đẳng thức cơ bản khi đặt ẩn phụ: 


• X 3 + 1 = (x + l)(x 2 — X + 1) 

• X 4 + 1 = (x 2 — \[2x + l)(x 2 + + 1) 

• X 4 + X 2 + 1 = (x 4 + 2x 2 + 1) — X 2 = (x 2 + a: + l)(a: 2 — X + 1) 

• 4x 4 + 1 = (2x 2 -2x+ l)(2x 2 + 2x + l) 

Mục tiên của ta san khi đặt ẩn phụ là đưa về những dạng cơ bản như 

u + V — 1 + uv (ự — l)(v — 1) = 0 

hay 


au + bv = ab + vu <=> (u — b) (■V — a) — 0 
Đối với phương trình đẳng Cấp bậc hai ax 2 + bxy + cy 2 = 0 có thể đặt t — 
để đưa về phương trình bậc hai theo t : at 2 + bt + c — 0. 


X 

ỹ 


(sau khi xét y Ỷ 0) 


Xét bài 1 ở trên, ta có cách đưa về phương trình tích như sau: 


~T 


Bài 1*: Giải phương trình 1 + ~z\/x — X 2 — \fx + yựl — X (*) 

_?J___ 


Giải 

© Ý tưởng: Ta thấy (y/x ) 2 + (\/l — x ) 2 — 1(**), mà từ phương trình đầu ta rút được một căn 
thức qưa căn thức còn lại. Vậy ta có lời giải như sau: 

© Lời giải: 

Xét (*) ta có: (*) Jx = ^ —1 —^ 

2vl — X — 3 
3t — 3 

Do đó đặt t — ựĩ — X y/x — y— -^ 

zz o 

Thay vào (**) ta biến đổi thành 

t(t - 1)(2 1 2 - 4í + 3) = 0 4» t G {0; 1} 

Từ đó suy ra X 6 {0; 1}. □ 


Ta xét tiếp ví dụ sau: 


Bài 2: Giải phương trình \/x + 1 + \/x + 2 = 1 + \J X 2 + 3x + 2 
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Giải 

Ta thấy (x + l)(x + 2) = X 2 + 3x + 2 nên đặt u — vdr + 1; V — y/x + 2 để có phương trình 

u + V = 1 + uv 43- (w — 1) (v — 1) = 0 
Từ đó tìm được nghiệm X G {0; —1}. □ 

Bài 3: Giải phương trình \/ X 2 + 3x + 2{\/x + 1 — y/x + 2) = 1 

Giải 

© Ý tưởng: Với hướng đi như bài 2, ta chọn ẩn mới là \/x + 1 = a; — + 2 = 6. Việc còn lại 

là phân tích VP theo a, b. Dễ thấy 1 = (x + 2) — (x + 1) nên ta có lời giải sau: 

© Lời giải: 

Phương trình đã cho tương đương với 

{x + 1) - {x + 2) + sjx 2 + 3x + 2(ỷx + 1 - \/x + 2) = 0 
Đặt \/x + 1 — a;b — — \/x + 2 ta có phương trình 

a 3 + 6 3 — ab{a + b) = 0 (a + 6)(a — b) 2 = 0 a = ±6 

3 

<í=> v / x~+T = ivG; + 2 X = — ^ 

3 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x ~ ~ 2' 1=1 
Chúng ta cũng có bài toán tương tự: 


Bài 4: Giải phương trình (x + 2)(\/2x + 3 — 2\Jx + 1) + V2a; 2 + 5x + 3 — 1 = 0 


Giải 


Đặt < 


ĐKXĐ: x^-1 

\/2x + 3 = a X + 2 — a 2 — b 2 

\Jx + 1 = 6 < V2x 2 + 5a: + 3 = ab 

a; b ^ 0 1 = à 2 — 2b 2 

V 

Phương trình đã cho trở thành 


(a 2 — 6 2 )(a — 26) + ab — a 2 — 2 ò 2 
•v^> (o 2 — 6 2 )(a — 26) + 6(a + 6) — (a 2 — 6 2 ) = 0 
-v=> (a — ò)(a — 26) — (a — 26) = 0 (do a + 6 > 0) 
(a — 26) (a — 6 — 1) = 0 


• Với a — 6 + 1 \[2x + 3 = + 1 + 1 (vô nghiệm) 

• Vớia = 26 + 3 = 2\/x + 1 X = — ^ (chọn) 

Vậy phương trình có tập nghiệm S 1 = / — □ 
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Bài 5: Giải phương trình 


2 + y/x 

\/2 + y/2 + y/x 



v~2 


Giải 


Thoạt nhìn ta đưa ra đánh giá 2 + y/x + 2 — y/x = 4 nên ta đặt v^2 + y/Ẽ = «;\/2 - ựx = b 
a ^ b ^ 0 

Suy ra (*) ab = y/4 - X 


ịa 2 + b 2 = 4 

Ta viết lại phương trình như sau: 


V2 + a Vĩ — b 

a 2 V2 — a 2 b + b 2 V2 + ab 2 — v~2{2 — bV 2 + a\/2 — ab ) 
V2(a 2 + b 2 + ab — 2) — aò(a — 6) =2(o — 6) 

•v^> V2(ab + 2) = (a — 6)(aò + 2) 

a — b — \Í2 (do a, b ^ 0 =>• ab + 2 > 0) 


^ í a 2 + b 2 = 4 _ 

Kêt hợp (*) ta có hệ phương trình < ab — 1 ^ X — 1 ^ X — Z 

Ị^a — b = V 2 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X — 3. □ 


Bài 6: Giải phương trình (13 — 4x)\/2x — 3 + (4x — 3)\/5 — 2x = 2 + 8\/l6a; — 4x 2 — 15 


Giải 


© Nhận xét: Dễ thấy rằng (2x — 3) (5 — 2x) — 16x — 4x 2 — 15, nhưng còn các nhị thức ở ngoài 
căn ta không thể biểu diễn hết theo một ẩn phụ được, do đó ta đặt hai ẩn phụ và cố đưa về 
phương trình tích. 

© Lời giải: 


ĐK 




u 2 + V 2 — 


uv 


= Vĩẽ 


Phương trình đã cho trở thành 


2 


X — 4x 2 — 15 


(2ư 2 + 3 )u + (2 u 2 + 3)v = 2 + 8 uv = u 2 + V 2 + 8 uv 
2 uv(u + v) + 3 (u + v) = (u + v) 2 + 6 uv 
(u + V — 3) (2 uv — u — v) = 0 


7 

Nến u + v — 3 :<t^ Vĩõx — 4x 2 — 15 = 4 
Nếu u + V — 2uv :<t^ y/16x — 4x 2 — 15 = 


(vô nghiệm) 

1 -v^ X = 2 (chọn) 
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Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X — 2. □ 


Bài 7: Giải phương trình X 2 + \Jx + 1 = 1 (*) 


Giải 


ĐXKĐ: x^-1 

Đặt ựãr+ĩ — t]t ^ 0 ta có phương trình 


4» (í 2 - l) 2 + t = 1 4» í(í - l)(í 2 + t - 1) = 0 


• Với t = 0 thì X — —ĩ. 


• Với t — 1 thì X = 0. 

—1 + \/5 _ l-x/5 

• Với í =-——— thì a; = ——— 

2 2 

1 _ y/ộ 

Phương trình có tập nghiệm s — { — 1; 0; ———}. □ 


Bài 8: Giải phương trình X 4 + \J X 2 + 3 = 3 


Giải 

Đặt X 2 = a, a ^ 0 ta có à 2 + V® + 3 = 3 (*), ta sẽ đưa về phương trình tích như sau: 

(*) tr' ũ —(a+3) + (a+v / ã”+~3) — 0 tr' (ữ+\/ư ■+ 3)(ỡ—V® t "3+1) — 0 tr' 0+1 — y/ữ - 1- 's (do o + 0) 
Từ đó tìm được a — 1, suy ra X = ±1 là, nghiệm của phương trình. □ 


Bài 9: Giải phương trình (x 2 + 2) 2 + 4(x + l) 3 + \/a; 2 + 2a: + 5 = (2x — l) 2 + 2 (*) 

Giải 

© Nhận xét: Bài này có lũy thừa bậc cao nhất là 4, và có cả căn bậc 2 nên ta sẽ cố nhóm các 
biểu thức lũy thừa giống trong căn để có thể đặt ẩn phụ. 

© Lời giải: 

(*) <+ X 4 + 4x 2 + 4 + 4(x 3 + 3x 2 + 3x + 1) + Vx 2 + 2x + 5 = 4x 2 — 4x + 3 

<+ (x 2 + 2x) 2 + 8(x 2 + 2x) + \/a; 2 + 2x + 5 + 5 = 0 

, „ „ ___ Ịt ^ 2 

Đặt t — \Jx 2 + 2a: + 5 =+ < 

1 t 2 — 5 = X 2 + 2a: 

Ta viết lại phương trình dưới dạng 

(í 2 - 5) 2 + 8(í 2 - 5) + t + 5 = 0 

4» í 4 - 2í 2 + t - 10 = 0 4» (t - 2)(í 3 + 2í 2 + 2t + 5) = 0 

<+ t = 2 (do t ^ 2 =+ í 3 + 2í 2 + 2t + 5 > 0) 
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Suy ra \J X 2 + 2x + 5 = 2 X = — 1 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất £ = —!.□ 


Bài 10: Giải phương trình \Jx 2 — 2x + 5 + \Jx — 1 = 2 


Giải 


ĐKXĐ: X > 1 

Viết lại phương trình đã cho dưới dạng 

]/(x - l) 2 + 4 = 2 - Vx - 1 

, _- Íí^o 

Đặt t — Jx — 1 =>■ < 

ự 2 = X — 1 

Ta có phương trình 

Vt 4 + 4 = 2 — t (í ^ 2) í 4 — í 2 + 4í = 0 -v^ t = 0 (do í e [0; 2]) 


Từ đó suy ra X = 1 là nghiệm của phương trình. □ 


Bài 11: Giải phương trình với tham số y ^ y-: (4x 2 + l)x + (y — 3)^/5 — 2 y — 0 


Giải 


Đặt a — 2x và b = y/5 — 2 y (b ^ 0) ta có phương trình viết lại thành 

a 3 + a — ( b 3 + b) 


= 0<^a = ỉ) 


Hay 


2x — y/h — 2y X = 


5-% 2 


5 — 4y 2 n T 

Vậy X = - là nghiệm của phương trình. □ 

© Nhận xét: Câu hỏi đặt ra là: Làm sao có thể đặt ẩn phụ như trên? 

Trước tiên ta đặt 

V5-2 y = b=>y-3= - 3 = 1 2 -ỉ- => (y - 3) y/5-2y = 1 2 


Ta hi vọng có 


[4x 2 + l) X — 


ũ (ơ 3 ©1) 


(4x 2 + l) ,2x = a 3 + a 
8x 3 + 2x = a 3 + a a — 2x 

vấn đề này sẽ được đề cập kĩ hơn trong chương Sáng tạo phương trình - hệ phương trình. 


Bài 12: Giải phương trình 


Ix + 2 


- 1 = Ự3(x - 3)2 + ự9(x - 3) 
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Giải 


Điều kiện X ^ —2 
Đặt t — ự9 (x — 3) thì ta có < 

Phương trình đã cho trở thành 


<_ t 3 + 27 

X — 


9 


X + 2 t 3 + 45 

V 2 = V 18 

{/3(1-3 ) 2 = ^ 


í 3 + 45 


18 


í 3 + 45 


- 1 = - + t \Ị - — = t 2 + 3í + 3 (1) 


Ta có t 2 + 3í + 3 = ( t + ^ ) + -- > 0 nên phương trình (1) tương đương với 


2 J ' 4 
í 3 + 45 


= (í 2 + 3í + 3) 2 
^ 2í 4 + llt 3 + 30í 2 + 36t - 27 = 0 
^ (2 1 - l)(í + 3)(í 2 + 3í + 9) = 0 ^ t e {^; -3} 


1 lv í 3 + 27 217 

• Với t — - thì X — —-— = — — 

2 9 72 

t 3 + 27 

• Với t = — 3 thì X — —— — = 0 

9 

Các nghiệm trên thỏa mãn điền kiện của bài toán. 

217 

Vậy phương trình có hai nghiệm X = 0 và X = —— . □ 

1 


Bài 13: Giải phương trình 5 ị/x-ựx + ?>ựx-ựx — 8 


Giải 


Phương trình đã cho tương đương với: 

5 \fỹx^ + 3 {Ịỹx 4 = 8 4» 5 ^ + 3 y? = 8 
Đặt :y — 1 \fx 2 với y ^ 0 ta có: 

5 y 3 + 3 y 2 — 8 = 0 +>• (y — 1) (5 y 2 + 8r/ + 8) = 0<tt>?/ — 1=0 <=> 2 / = 1 

Do đó ta có 'y/x 2 — l^x 2 — l^x — ±1. 

Vậy tập nghiệm của phương trình đã cho là:+ = { — 1; 1}. □ 

-7=-7-6- 

Bài 14: Giải phương trình \J X 4 -- 7 = + — = 0 

. 5/„„9 /y> 


Giải 
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ĐK X Ỷ 0- Ta CÓ phương trình đã cho tương đương với 


' / ãd —-J= + —%= = 0 43- \fxỹ — 7 VỈC 3 + 6 = 0 (*) 


Đặt :y — 's/x 3 , y ^ 0, phương trình (*) trở thành: 

y 3 - 7y + 6 = 0 4» (y - l)(y 2 + y - 6) = 0 



1 

1— 1 

■^Cn 

co ị 

-1 


ỉ/ = 2 

^ = 2 «• 


1 

GO 

\/x^ — —3 


X = 1 
X = 

X = -3^9 


Vậy tập nghiệm của phương trình đã cho là {l; 2-^4; —3^9} . □ 


Bài 15: Giải phương trình \j4x — 1 + \/ 4x 2 — 1 = 1 


Giải 


_ T ^ 4x — 1 ^ 0 1 

ĐK ^ X ^ ^ 

4x 2 — 1^0 2 

Bình phương hai vế phương trình đã cho, ta có: 


(4x — 1) + (4x 2 — 1) + 2 a/ (4x — l)(4x 2 — 1) = 1 

4» 2a/ (4x — 1) (4x 2 - 1) = 3 - 4x 2 - 4x = 4 - (2x + l) 2 (*) 

Đặt y = 2a: + 1 => 4x — 1 = 2y — 3, 4x 2 — 1 = y 2 — 2y 
Phương trình (*) trở thành: 


2y/(2y-3)(y-2)=4-y 2 
4-y 2 ^0 


<=> 


2\2 


& < 


^ < 


4(2y — 3)(y — 2)y = (4 — y 2 ) 


-2 ^ y < 2 
y = 2 


2 <; y < 2 
ỉ/ — 2 = 0 

4(22/ - 3)2/ = (2/ + 2)2(2/ - 2) 


^y = 2 


y 3 — 6 y 2 + % — 8 = 0 (vô nghiệm trên [—2; 2]) 


Do đó ta có 2x + 1 = 2 X = ^ 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X — -. □ 


Bài 16: Giải phương trình \/2x — 1 + a: 2 — 3x + 1 = 0 


Giải 
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ĐKXĐ: x^ị 
2 

í 2 + 1 

Đặt t — \j2x — 1 ^ 0 => X = - - - 

Phương trình đã cho tương đương 


í 4 _ 4í 2 + 4í - 1 = 0 ^ (í - l) 2 (í 2 + 2t - 1) = 0 ^ 


t = 1 

t = y/2-l 

t = -V 2-1 (loại do t ^ 0) 


• Với í = 1 X — 1 

• Với t — \Í2 — 1 X = 2 — v^2 Vậy phương trình có tập nghiệm s = {1; 2 — v^2}- n 

© Nhận xét: Đối với những bài có dạng \/ax + b + cx 2 + dx + e = 0 thì cách giải là đặt 
v / õãr+~ò = t, san đó đưa về phương trình bậc 4, dùng đồng nhất thức để phân tích nhân tử. 
Nhưng có một số bài không giải được bằng cách đó, ta sẽ nhắc lại Vấn đề này ở phần sau. 


Bài 17: Giải phương trình (x — 2)ựx — 1 — y/2x + 2 = 0 

Giải 


© Ý tưởng: Ta thấy trong căn có \Jx — 1, nên ta sẽ cố gắng thêm bớt và tách sẽ được một 
phương trình theo ẩn mới. 

© Lời giải: 

ĐKXĐ: X ^ 1. Đặt V 'x — T = t ^ 0 
Ta biến đổi phương trình như sau : 

[(x - 1) - l]Vx - ĩ - y/2[(x - 1) - Vĩ,] - V 2 = 0 

-v=> t 3 — V 2 1 2 — t + 2 — x/2 = 0 

^ (t + 1 - \/ 2 )(í 2 - t - V 2 ) = 0 


• Với t = y/2 — 1 =>• \/a; — 1 = y/2 — 1 =4» X 

• Với t 2 — t — Ự 2 = 0, do t > 0 ta chọn t — 

Kết luận: Phương trình có tập nghiệm s — 


= ị-2y/2 

I+ỰĨ+4Ụ2 . (l + y/ĨT 4 ^\ 


Ị.-«(1+H3)-Ị .□ 


2 


+ 1 


Đặt ẩn phụ đưa về phương trình đẳng cấp 


Bài 18: Giải phương trình 2(a; 2 + 2) = 5\/x 3 + 1 

Giải 

© Y tưởng: Đối với bài toán này đầu tiên ta phân tích nhân tử trong căn a; 3 + 1 = (x + l)(a: 2 — 
X + 1) rồi biến đổi vế trái thành tổng hoặc hiệu của hai thừa số trong căn. 
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© Lời giải: 

Viết lại phương trình dưới dạng 


2(x 2 + 2) = 2(x 2 - X + 1) + 2(x + 1) 

a — 2b 

Đăt \/x 2 — X + 1 = a; \/x + 1 = b ta có phương trình 2 a 2 + 2b 2 — 5 ab 

b 

v „ , . 5±V37 

i ừ đó tìm được nghiệm X — -—-. □ 

i a= 2 

Bài 19: Giải phương trình \ị3x 2 — 14x + 9 — \J X 2 — X — 20 — 5y/x + 1 


Giải 


ĐKXĐ: x^5. 

Đầu tiên bình phương hai vế của phương trình: 

2x 2 - 5x + 2 = 5y/(x 2 — X — 20)(x + 1) (*) 
Ta không thể tìm được hai số a, /3 sao cho 

<ỵ(x 2 — X — 20) + Ị3(x + 1) = 2x 2 — 5x + 2 


Nên không thể đặt a — \JX 1 — X — 20; b — \Jx + 1 như các ví dụ trên được, 
ở bài này, chú ý rằng X 2 — X — 20 = (x — 5)(x+4) và (*) 2x 2 — 5x + 2 — \J(x 2 

' " . . ’ . 1 

Như vậy ta sẽ tìm a, Ị3 thỏa a(x 2 — Ax — 5) + Ị3(x + 4) = 2x 2 — 5x + 2 < 


— Ax — 5)(x + 4) 
= 2 
= 3 


© Lời giải: 

Ta biến đối lại phương trình như sau 

(*) 2(x 2 — Ax — 5) + 3(x + 4) = 5 \/(x 2 — Ax — 5) (x + 4) 

Đặt a — \/x 2 — Ax — 5; b — ựãr+ỉ ta có phương trình 


2 a 2 + 3 b 2 = 5 ab 


a = 

a — 


b 

3 b 
~2 


• Với a — 

• Với a — 


, _ 5 + Vẽĩ, ^ 

0 => X — -—- (x © 5) 

3, 7 

2 4 


Đối chiều với điều kiện ta nhận X — 8; X = 
© Nhận xét: Ta cũng có bài toán tương tự: 


5 + V^ÕI 
2 


là nghiệm của phương trình. □ 


Bài 19*: Giải phương trình 3x 2 — 2x — 2 — —j=\/x 3 + 3x 2 + 4x + 2 
_ a/3Õ _ 


Sau đây là một ví dụ khó hơn: 


Bài 20: Giải phương trình (x 2 — 6x + ll)\/x 2 — X + 1 = 2(x 2 — 4x + 7)y/x — 2 
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Giải 


© Lời giải: ĐK X ^ 2 

Đặt \Jx 2 — X + 1 = a ; \/a; — 2 = b với a, b ^ 0 

Ta biểu diễn các biểu thức ngoài căn theo a và b như sau: 

j X 2 — 6x + 11 = a(\/x 2 — X + l) 2 + /3(\/a; — 2) 2 
Ịx 2 — 4x + 7 = a(y/x 2 — X + l) 2 + /ỡ(\/a; — 2) 2 

{ x 2 — 6a: + 11 = a 2 — 5Ỉ> 2 
X 2 — 4x + 7 = a 2 — 36 2 

Phương trình đã cho tương đương với 

(a 2 — 56)a = 2(a 2 — 3 b 2 )b 

Oa 3 — 2 a 2 b — 5ab 2 + 6Ò 3 = 0 

o t 3 — 2t 2 — 5t + 6 = 0 với t — - ^ 0 

b 

o (t- l)(í-3)(í+ 2) = 0 

• Với í = l=ta=6=t a/x 2 — X + 1 = \Jx — 2 (VN) 

• Với t = 3oa = 2bo \/x 2 — X + 1 — 3y/x — 2 o X = 5 ± \/6 (chọn) 
Vậy phương trình có tập nghiệm s = {5 + v^õ; 5 — v^õ} n 


Bài tập tự luyện 

Giải các phương trình sau: 

1/ \Jx 2 + X — 6 + 3\/a; — 1 — \/3x 2 — 6x + 19 = 0 
2/ 3Va; 2 + 4x - 5 + V^-3 - VŨ^T^ÒxÃ^ = 0 

3/ V7X 2 + 25x + 19 - \JX 2 -2x-3h = 7ựxT2 A/2(x 2 -3x + 2) = Zy/x* + 8 
3/2x 2 + 5x-l = 7Vx 3 - ĩ 
6/loA 3 + 8 = 3(x 2 - x + 6) 

7/lOv^ 3 + ĩ = 3(x 2 + 2) 

8/Ax 2 - 2\f2x + 4 = v / í ĩ TĨ 
9/(^/xT5 - v / ãH r 2)(l + v^ 2 + 7x + 10) = 3 
10/(Vãr+ĩ + v / ^ r 2)(l - \J X 2 — X — 2) = 3 
llỊ\Jx — X 2 + \/l — X = 1 + (1 — x)ựx 
12/v / 3ã?-^Ĩ8ãr+~25 + V4a; 2 - 24x + 29 = 6x - X 2 - 4 


Phương pháp đặt ẩn phụ không hoàn toàn 

Đối với nhiều phương trình vô tỷ, khi không biểu diễn hoàn toàn được theo ẩn phụ thì có một 
cách là xem biến mới là ẩn, biến cũ là tham số. Dạng toán này gọi là ẩn phụ không hoàn toàn. 

Nội dung phương pháp: 

Đưa phương trình đã cho về dạng phương trình bậc hai với ẩn là ẩn phụ hay là ẩn của phương 



104 


Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


trình đã cho. 

Đưa phương trình về dạng y/f(x)Q(x) — f(x) + P(x)x khi đó: 

Đặt y/f(x) = t;t ^ 0. Phương trình viết lại thành t 2 — t.Q(x) + p{x) — 0 

Đến đây chúng ta giải t theo X. Cuối cùng là giải qưyết phương trình Vf(x) = t sau khi đã 

đơn giản hóa và kết luận. 

Ta xét ví dụ sau để hiểu rõ hơn. 


Bài 21: Giải phương trình X 2 + 3x + 1 = (x + 3) \/ X 2 + 1 

Giải 

Ta thấy trong căn có X 2 + 1, ta đặt t — \Jx 2 + ĩ. Ta sẽ không rút X theo t mà coi X là tham số. 
Thật vậy, phương trình đã cho tương đương 

t 2 — (x + 3 )t + 3x = 0 

Phương trình trên có A = (x + 3) 2 — 12a; — (x — 3) 2 nên có nghiệm t — 3; t — X + 3 

• Nếu t = X + 3: hệ đã cho vô nghiệm. 

• Nếu t = 3 =*> X = ±2v^2 □ 


Bài 22: Giải phương trình X 2 + (3 — \J X 2 + 2) X = l + 2\/x 2 + 2 


Giải 


Phương trình tương đương với 

X 2 + (3 - Vx 2 + 2 ) X = 1 + 2Vx 2 + 2 

X 2 + 3x — 1 — (x + 2) yjx 2 + 2 = 0 
Đặt t — \Jx 2 + 2 (t ^ v^), phương trình viết lại thành 

í 2 — (x + 2) í + 3x — 3 = 0 

Ta có A = (x — 4) 2 nên phương trình có 2 nghiệm là 

-— í X ^ 1 

• í = j;-l<s>vs 2 + 2 = i- ltt < (vô nghiệm) 

^ — 2aj —1 = 0 

• t = 4 \/a; 2 + 2 = 4y»a; 2 = 14<^a: = ±a/Ĩ4 

Vậy phương trình có hai nghiệm là X — \/Ĩ4 và X — -VŨ □ 


Bài 23: Giải phương trình (3x + 1) V2x 2 — ĩ = 5x 2 + ^X — 3 


Giải 
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Đặt t — \j2x 2 — 1 (t ^ 0) 
Phương trình viết lại thành 


21 2 — (3x + l)i + X 2 + — 1 = 0 


Ta có A = (x — 3) 2 suy ra phương trình có hai nghiệm là 

f 1 

\ X > 1 

• t = 2x-l^ /2x 2 - 1 = 2x - 1 4» < 2 

Ị^a: 2 — 2x + 1 = 0 

{ X ^ —2 

X 2 — Ax — 5 = 0 

Vậy s = {— 1 ; 5; 1} □ 


<=> X = 1 


•v^> X = — 1 hoặc X = 5 


© Nhận xét: Thông thường sau khi đặt ẩn phụ thì ta viết phương trình đã cho lại thành 
* Q 3 

t 2 — (3x + 1) t + 3x 2 + ^x — 2, nhưng bài toán này lại có sự khác biệt là ta sẽ viết phương trình 

3 

này lại thành 2 1 2 — (3x + l)t + x 2 + 2 X — 1- Chúng ta quan tâm tới liệu hệ số trước t 2 có “đẹp” 
tức ta mong muốn A phải là bình phương của một số hoặc một biểu thức, vì điều này sẽ quyết 
định tới lời giải sẽ ngắn gọn hay phức tạp. Để có thể điều chỉnh được hệ số trước t 2 sao cho A 
đẹp các bạn có thể làm như sau: 

Xét phương trình 

3 

mt 2 — (3x + 1) t + (5 — 2 m) X 2 + ^x + m — 3 = 0 có 


Phương trình trên có A là 


A = (3x + l) 2 — 4 m 
(8 m 2 — 20 m + 9) X 2 


2 3 

(5 — 2 m) X + -X + m — 3 = 

+ (6 — 6m) X + (—4m 2 + 12m + 


1 ) 


Ta xét tiếp A của A bằng cách giải phương trình sau: 


2a/(8 m 2 — 20 m + 9) (—4m 2 + Ĩ2m + ĩ) = 6 — 6 m 


Đó chính là hệ số mà ta cần tìm. 


m = 2 


Bài 24: Giải phương trình 3 {\/2x 2 + 1 — l) = X (l + 3x + 8v / 2ÕrM-T) 

Giải 

Phương trình tương đương với 

3 [>/23? + ĩ - 1) = X (l + 3x + 3/2x 2 + l) 3a; 2 + X + 3 + (8x - 3) V2x 2 + ĩ = 0 
Đặt \/2x 2 + 1 — t (í ^ 1) ta có phương trình 

3t 2 + (8x — 2) t — 3x 2 — X = 0 (*) 
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Có A = (lOa: — 3) 2 nên nghiệm của (*) là tị = x; t -2 = 1 — 3x 

ị X ^ 0 

• Nếu t = X <í=> y/2x 2 + 1 = X < „.2 (vô nghiệm) 

l^ 2 + 1 = y 

í x ^ i 

• Nếu t = 1 — 3x a/2o: 2 + 1 = l = 3a:<^< 3 <^>a; = 0 

[ 7x 2 — 6x = 0 

Vậy phương trình có nghiệm là X — 0. □ 


Bài 25: Giải phương trình 2\j2x + 4 + 4V2 — X = a/9x 2 + 16 

Giải 


ĐKXĐ: |x| < 2 
Bình phương 2 vế ta có 

4(2x + 4) + 16a/2(4 - X 2 ) + 16(2 - x) = 9x 2 + 16 8(4 - X 2 ) + 16^2(4 - X 2 ) = X 2 + 8x 

Ta thấy cả hai vế có dạng hằng đẳng thức, và cố đưa về A 2 = B 2 . Để làm điều đó ta sẽ thêm 
16 vào 2 vế để được (2a/2(4 — X 2 ) + 4) 2 = (x + 4) 2 
Viết lại phương trình dưới dạng 

8(4 — X 2 ) + 16a/2(4 — X 2 ) — X 2 + 8x 

Đặt t — \/2(ị — x 2 ) ta có phương trình 


4í 2 + 16t — X 2 — 8x = 


Giải phương trình trên theo ẩn t ta được tị 
Vì |x| ^ 2 nên í 2 không thỏa điều kiện. 

X Ilv r—— -— X \\Í2 

Với t = y- thì y/2(A — X 2 ) — y- X — — 

Ái Zj ó 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X — 


X —X 

- 2 ;Í2 _ ~Y 

(thoả |x| ^ 2) 

4a/2 
— 1—. □ 

3 


0 

-4 


Bài 26: Giải phương trình (3x + 2)y/2x — 3 = 2x 2 + 3x — 6 


Giải 


Điền kiện X ầ X 
_ ■ 2 

Đặt t = \/2a; — 3; í^0=^í 2 + 3 = 2x 

Ta sẽ thêm bớt theo ẩn phụ để đưa về phương trình theo t và X là tham số. 

Phương trình đã cho tương đương 

t 2 — (3x + 2 )t + 2x 2 + X — 3 = 0 (*) 

(*) có A = 9x 2 + 12x + 4 — 4(2x 2 + X — 3) = (x + 4) 2 nên có nghiệm t = 2x + 3 hoặc t — x — 1 

• Với t = 2x + 3 \j2x — 3 = 2x + 3 (vô nghiệm) 

• Với t — X — 1 \/2x — 3 = X — 1 <!=? X = 2 (chọn) 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X — 2. □ 


Bài 27: Giải phương trình ịựx + 1 — 1 = 3x + 2\/l — X + a/1 — X 2 
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Giải 


ĐKXĐ: — 1 ^ X ^ 1 

Đặt vT — X = t ta có phương trình 

3 t 2 - (2 + y/1 - x)í + 4(A + 1 - 1) = 0 (*) 


(*) có A = (2 + \/l — x) 2 — 48 (ựx + 1 — 1) không có dạng bình phương phương nên không thể 
làm như thường, ở đây, lưu ý rằng có thể phân tích 3x theo 1 — X và 1 + X nên ta sẽ tìm cách 
phân tích thích hợp để A là bình phương: 

Ta sẽ tìm a và Ị3 sao cho 


3x + 1 = a(V 1 — x) 2 + /3( a/1 + x) 2 -v^ 


Ị a — —1 

ự = 2 


Như vậy viết lại (*) dưới dạng 


t 2 — (2 + \Jx + l)í — 2{x + 1) + 4\Ac + 1 = 0 (**) 


(**) có A = 9x + 13 - 12\/ãr+T = 9(x + 1) - 12yỉỉrTĨ + 4 = (3^/xTĨ - 2) 2 


Từ đó dễ dàng tìm được nghiệm X G 



. □ 


© Nhận xét: vấn đề ở đây là phải tinh ý tách 3x thành hai dạng có biểu thức như trong căn, 
đến đấy bài toán mới thực sự được giải quyết. 


Bài 28: Giải phương trình 2(2\/l + X 2 — y/1 — X 2 ) — \fĩ — X A — 3x 2 + 1 


Giải 


© Lời giải: Điều kiện — 1 ^ X ^ 1 

Đặt a. — \fĩ + X 2 ] h = y/l — X 2 =>• 3x 2 + 1 = 2(1 + X 2 ) — (1 — X 2 ) — 2 a 2 — b 2 
Khi đó phương trình trở thành 

2(2o — b) — ab = 2 a 2 — b 2 o 2 a 2 + a(b — 4) + 2b — b 2 = 0 (*) 

b 

(*)c ó A a = (6 — 4) 2 — 8(2 b — b 2 ) — (36 — 4) 2 nên suy ra a = 2 hoặc a = 2 — b 

• Với a = - -v^ 2y/l + X 2 — \fĩ — X 2 (vô nghiệm) 

• Với a = 2 — b o y/x 2 + 1 = 2 — \/l — X 2 

Giải phương trình này tìm được X — 0. Vậy tập nghiệm của phương trình là s = {0} . □ 


Bài tập tự luyện 

Giải các phương trình sau: 

l/Qx 2 - lữx + 5 - (4x - l)V6x 2 -6x + 5 = 0 

2 /(x + 3)\/10 — X 2 — X 2 — X — 12 (ĐH Dược-1999) 

3/2(1 — x)\fx 2 + 2x — 1 — X 2 — 2x — 1 (ĐH Dược 1997) 
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4/{4x — l)\/x 2 + 1 = 2x 2 + 2x + 1 
5/2(1 — x)\/x 2 + X + 1 — X 2 — 3x — 1 

6 /(x + l)v^ — 2x + 3 = X 2 + 1 (Chú ý thêm bớt để có A chính phương). 
7/(4x — l)\/a: 3 + 1 = 2x 3 + 2x + 1 


Phương pháp sử dụng hệ số bất định 


Bài 29: Giải phương trình 2x 2 — llx + 21 — 3v / 4x — 4 = 0 


Giải 


Ta cần tìm a,b,c sao cho: 

2x 2 — llx + 21 = o( 4x — 4) 2 + b(4x — 4) + c 

<3- 2x 2 — llx + 21 = 16ax 2 + (46 — 32 a)x + (16a — 46 + c) 

. 1 7 

Đông nhât hệ số ta thu được a — -;b — — c = 12 

8 4 

Ta viết lại PT như sau: 

\{4x — 4) 2 — j(4x — 4) + 12 — \/4x — 4 = 0 
8 4 

Đặt u — \/4x — 4, khi đó PT trở thành 

u 6 - 14 u 3 - 24u + 96 = 0 ^ (u - 2) 2 (u 4 + 4ư 3 + 18 u + 24) = 0 

Dễ thấy u 4 + 4 y 3 + 18w + 24 = 0 vô nghiệm vì: 

• Nến u ^ 0 thì u 6 — 14 u 3 — 24 u + 96 > 0 

• Nến u > 0 thì u 4 + 4ư 3 + 18w + 24 > 0 
Vậy u — 2, từ đó tìm được x — 3. □ 


Bài 30: Giải phương trình 2y/l — X — \Jx + 1 + 3\/l — X 2 — 3 — x 

Giải 

ĐK — 1 ^ X ^ 1 

Ta tìm a; /3 sao cho — X + 3 = a(\/l — x) 2 + /3(y/x + ĩ) 2 
-v=> —X + 3 = (/3 — a)x + a + (3 
Giải ra ta được a — 2; /3 — 1 

Ta viết lại phương trình thành 1 + X + 2(1 — x) — 2\J\ — X + \Jx + 1 — 3^1 — X 2 — 0 
Đặt u — y/ĩ + x; V — ựĩ — X và u,v ^ 0, phương trình trở thành 

u 2 + 2v 2 — 2V + u — 3 uv = 0 u 2 + (1 — 3 v)u + 2v 2 — 2v = 0 
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• u = V — 1 -v^ 


Phương trình trên có A = (1 — 3v) 2 — 4(2ư 2 — 2v) — (v + l) 2 nên u — 2v hoặc u — V — 1 

• u — 2v -O’ \Jx + 1 = 2\/l — X X = ^ 

ố 

-im-ị 

Ax 2 — 3 

5 v / ;] 

Nên phương trình có 2 nghiệm X — Tị',x — — -2- 

3 2 

5 V3 

Vậy tập nghiệm của phương trình là s = □ 


Bài 31: Giải phương trình Ay/Ĩ — X = X + 6 — 3\/l — X 2 + 5a/1 + X 


Giải 


Đặt a. — y/ĩ + X và b = y/1 — X 
Phương trình đã cho tương đương 

2x + 2 + l — x + 5\/ĩ + X — 3\/l — X 2 — 4\/ĩ — X + 3 = 0 
2a 2 + b 2 — 3 ab + 5a — 4b + 3 = 0 
-v=> (a — b)(2a — b) + 3(a — b) + (2 a — b) + 3 = 0 
-v=> (a — b + l)(2a — b + 3) = 0 


• Nến a + 1 = b : 

_ /0 

Vx + 1 + 1 = \/\ — X 2\/ãr+T = — (2x + 1 ) X — — -Ệ- 

• Nến 2ữ + 3 = b ta suy ra phương trình vô nghiệm. 

Ví dụ tương tự sau xin dành cho bạn đọc: 


Bài 32: Giải phương trình 4 + 2\/l — X — —3x + 5V^ + 1 + y/1 — X 2 

Đáp số: Phương trình có 3 nghiệm s = 1 

f n 24 Vã ì 
[ ; 25 ; 2 J 

1 D 


Đặt ẩn phụ đưa về hệ phương trình 


Dạng 1: Phương trình có dạng X n + a = b\fbx 


Cách giải: Đặt y = ựbx — a khi đó ta có hệ đối xứng loại II 


X n — by + a = 0 
y n — bx + a = 0 


Ta xét bài toán san: 


Bài 33: Giải phương trình X 3 + 1 = 2\j2x — 1 
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Giải 


Đặt y — \j2x — 1 => y 3 = 2x — 1 

Ta có hệ PT sau [ x [ + ] = 2 ỵ 
\y 3 + l = 2x 

Đây là hệ đối xứng loại II, trừ vế theo vế ta có: 


X 3 — y 3 — 2 (y — x) 

(x — y) (x 2 + y 2 + xy + 2) =0 

x — y => \[2x — 1 = X X 3 — 2x + 1 = 0 (x — 1) (x 2 + X — 1) = 0 

/ cụ \ 2 3 ^ 7 ^ 

Ta có X 2 + y 2 + xy + 2 = + 2 > 0, Vx, y 

] D 


Vậy phương trình có tập nghiệm s = < 1 ; 


-1 ± \/5 ì 


Dạng 2: Phương trình có dạng 


V a ~ f( x ) + \AT7M = c 

Cách giải: Đặt u — lựa — f(x); V — Tựh + f(x) 

Ta có hệ sau 

í 

u + V — c 
u n + v m — a + b 


Bài 34: Giải phương trình \/x + 8 + \/x — 7 — 3 


Giải 


ĐKXĐ: x^7 

Đặt u = \fx + 8 ~Ịz0^u‘ i = x + 8=>x = u‘ i — 8 
V = \fx — 7 ^0=Hj 4 = i - 7=ỉ>3: = í) 4 + 7 
Ta có hệ 


' 

u + V — 3 


/ 

V — 3 — u 


/ 

V — 3 — u 

u, V ^ 0 

«=> < 

(u 2 — v 2 )(u 2 + V 2 ) — 15 

< 

(u — v)(u + v){u 2 + V 2 ) = 15 

ư 4 - n 4 = 15 

< 


u, V ^ 0 


u, V ^ 0 

s. 


^ < 


V = 3 — u 
0 V u < 3 


(u — v)(u 2 + V 2 ) — 5 


j 0 ^ u ^ 3 

Ị (2 u — 3) [ư 2 + (3 — tí) 2 ] = 5 


í 0 ^ u ^ 3 

Ị (2ư — 3)(2w 2 — 6ư + 9) = 


0 ^ u ^ 3 

4ư 3 - 18ư 2 + 36ư - 32 = 0 




Ị 0 ^ u ^ 3 

\u = 2 
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Từ đó ta tìm được 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 8. 


•v^> X = 8 (thoả ĐKXĐ) 


□ 


Bài 35: Giải phương trình 2\/3x — 2 + 3^6 — 5x — 8 


Giải 

- - Ị u 3 = 3x — 2 

Đặt u — \/3x — 2; V — \/6 — 5x ^ 0 < 

Ịư 2 = 6-5a; 

=» 5 u 3 + 3ư 2 = 5(3x - 2) + 3(6 - 5x) = 8(1) 

Mặt khác ta lại có 2u + 3v — 8 = 0(2) 

Từ (1) và (2) ta có hệ san: 

í 5w 3 + 3ư 2 = 8 , /8-2 u\ 2 o o 9 

< “ 5-u 3 + 3 ( ——— =8«- 15tí 3 + 4tí 2 - 32ư + 40 = 0 

1 2u + 3v = 8 V 3 / 

Phương trình có nghiệm duy nhất u — —2 nên \/3x — 2 — —2 =>■ X = — 20 


Bài 36: Giải phương trình 


\Ị 1 + Vĩ — X 2 y/ (1 + x) 3 — -ự(1 — x) 3 = 2 + Vl — X 2 


Giải 


ĐK -1 ^ X ^ 1 

Đặt a/1 + X = a; y/ĩ — X — b với a, b ^ 0 =>■ a 2 + b 2 = 2 
Ta có hệ san 

Ị a 2 + b 2 = 2 (1) 

Ị\/l + ăb(a 3 — b 3 ) — 2 + ab (2) 

Ta có 

(1) =4» (a + b) 2 = 2 + 2 ab =>• vT+~õò = —7=(a + ò) (do a, b ^ 0) 

v2 

Kết hợp (2) ta có 

1 1 

—^=(ữ T 6)(o — ò) (ữ -Ị- b + ữò) — 2 T ữb —-r=(o — b ) = 1 

V 2 V 2 

Từ đó ta có hệ 

Ị a 2 - b 2 = y/2 

[ a 2 + b 2 = 2 

Cộng hai phương trình vế theo vế ta có 

2cr = 2 T V2 “tv - o 2 — 1 T —7= tr' 1 T 2: = 1 T —7= tr' X — —7= 

V2 \[2 \[2 





112 


Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X — □ 

v2 


Bài 37: Giải phương trình (x + 5)y/x + 1 + 1 = \/3x + 4 


Giải 


© ĐK X ^ —1 

Đặt a — VÕT+Ĩ; b = -Ự3x + 4 a; = a 2 — 1 và 3a 2 + 1 = ò 3 
Thay vào phương trình ta có hệ san 

Ị (a 2 + 4 )a + 1 — b 
ị 3a 2 + 1 = 6 3 

Cộng vế theo vế ta có 

a 3 + 3a 2 + 4a + 2 = ò 3 + 6 (a + l) 3 + (a + 1) = ò 3 + b (*) 

Xét hàm số đặc trưng /(í) — t 3 + t 

Ta có /'(í) = 3í 2 + 1 > 0, vậy hàm số đồng biến nên (*) a + 1 = b 
Ta có hệ sau: 

J a + l = 6 Ị a = b — 1 
Ịò 3 — 3a 2 = 1 Ịò 3 — 3a 2 = 1 

Sử dụng phép thế ta có 

ò 3 - 3(6 - l) 2 = 1 ^ b 3 - 3Ò 2 + 66 - 4 = 0 (6 - l)(ò 2 - b + 4) = 0 

Suy ra b — 1, từ đó X = —1. 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x — —1. □ 


Phương trình dạng A /ax + b = cx 2 + dx + e 

các dạng bài toán như ựãx + b — cx + d và một số ví dụ đã nêu ở trên bằng cách 
bình phương bậc 4 và đồng nhất hệ số để tìm được nghiệm, nhưng đối với những bài toán 
không dùng được phương pháp đó thì sao? Chúng ta cùng làm rõ Vấn đề. 

Xét ví dụ sau: 


Dạng 3: 

Ta đã gặp 


Bài 38: Giải phương trình 2x 2 — 6x — 1 = \J \.x + 5 

Giải 

5 

© Lời giải: ĐK X ^ T 
■ 4 

Ta biến đổi phương trình như sau 

4x 2 -12x-2 = 2V4x + 5 4» (2x - 3) 2 = 2V4x + 5 + 11 

.Đặt 2y — 3 = \j4x + 5 ta được hệ phương trình sau: 

I (2x - 3) 2 = 4y + 5 
1 (2 y - 3) 2 = 4x + 5 
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=>■ (x — y)(x 4 y — 1) = 0 

Với X = y => 2x — 3 = ựĩx 4 5 => X = 2 + ự3. 

Với x + y — l = 0=>y = l — x=>x = l — V 20 
© Nhận xét: 

Bài toán tổng quát có dạng như sau 

2 

\J ax 4 b — cx 2 + dx 4- e, (a 7 ^ 0, c 7 ^ 0, a 7 ^ -) 

c 

Xét /(x) = cx 2 + da; + e =>- f'(x) — 2cx + d 

Giải phương trình f(x) — 0, khi đó bằng phép đặt \/ ax + b — 2cy + d, ta sẽ đưa được về hệ 
đối xứng loại II (trừ một số trường hợp đặc biệt). 

Ta xét ví dụ tiếp theo 


Bài 39: Giải phương trình X 2 — 4x — 3 = \Jx 4 5 

Giải 


© Ý tưởng: Xét f(x) = X 2 — 4x — 3 có f(x) = 2x — 4 = 0<^x = 2. Vậy đặt \Jx + 5 — y — 2. 
© Lời giải: 

ĐKXĐ: X > -5 

Viết lại phương trình đầu dưới dạng 

y/x + 5 = (x — 2) 2 — 7 (*) 


Đặt \Jx 4 5 = y — 2 => (y — 2) 2 = X + 5. Thay vào (*) ta có 


ị(x-2) 2 = y + b 
Ị(y-2) 2 = x + 5 


Trừ vế theo vế ta có 


(x-y)(x + y- 3) = 0 


X > 2 


Nếu X = y o \/x + 5 = X — 2 < 


X = -(5 4- a/29) X = - (thoả X ^ —5) 

x=í(5-v / 29) 

X ^ 1 

X — — 1 X = — 1 (thoả X ^ —5) 


X ^ 1 

• Nếu x + y — X — \Jx 4 5 X — — 1 <í=> X = —1 (t 

X = 4 

Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm 4= ị — 1; -(5 4 \/29) ị . □ 


Bài 40: Giải phương trình X 2 4 5 4 \/3x 4 1 = 13x 


Giải 
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© Ý tưởng: Ta viết lại phương trình dưới dạng y/3x + 1 = —Ax 2 + 13a: — 5 và đặt f(x) — 
—4:X 2 + 13x — 5 

Có f{x) — —8x + 13 nhưng nến ta giải ra và đặt bằng phương pháp tương tự sẽ không thu 
được hệ đối xứng loại II. Vậy ta hi vọng tìm hướng đi khác, và một phương pháp tự nhiên là 
hệ số bất định. 

© Lời giải: 

ĐK X V —X 
3 

Đặt y/3x + 1 = -(2y - 3); y ^ ^ 


Ta có hệ phương trình sau 


(2x — 3) 2 = 2y + X + 1 

(2 y - 3) 2 = 3a: + 1 

Trừ vế theo vế ta có (x — y)(2x + 2y — 5) = 0 
15- V# 


• Với X — y 


X — 


Với 2x + 2y — 5 = 0 => X = 


11 + V73 


Vậy tập nghiệm của phương trình là s — 


15 - VÕ7 11 + V 73 ' 

o ? o 


□ 


© Nhận xét: Ta thấy cách giải bài toán này khác so với ví dụ trên vì đưa về hệ “gần đối xứng” 
loại II nhưng vẫn giải được một cách dễ dàng. Bài toán này có dạng như sau: 


Vax + b — r(ux + v) 2 + dx + e trong đó 



, ,-- ^ \ uy + V = r(ux + v) 2 + dx + e 

Cách giải: Đặt uy + V = \Jax + b khi đó ta có hệ < 

Ị ax + b = (uy + v) 2 

Ta viết lại phương trình trên như sau y/3x + 1 + (2x — 3) 2 — X — 4 = 0. Dễ dàng ta kiểm tra 
được các hệ số đều thỏa mãn, nhưng khi đặt \/3x + 1 = 2y — 3 thì ta thu được hệ phương trình 
không dễ dàng để giải một chút nào, do đó chuyển vế và đổi dấu sẽ đưa về hệ gần đối xứng 
giải được như bài toán trên. 

Tổng kết lại, ta có đạo hàm áp dụng được khi hệ số d = 0, còn nếu không được thì dùng cách 
thêm bớt như trên. 


- - 2 ^ / c\ 

Dạng 4: Phương trình dạng \/ax + b — -x 2 +cx+d(a Ỷ 0) và thỏa mãn b+ad — —y- ( 1 + - ) 

1 a ... 2 " 
Cách giải: Xét hàm số f(x) — -X 2 + cx + d có f(x) — -X + c 

a _ a 

Õ^Q _ dQ 

Cho f(x) = 0 ta thu được X = —- 77 . Từ đó đặt \Jax + b = y+-y- ta thu được hệ đối xứng loại II. 


29 /12a: + 61 

Bài 41: Giải phương trình 3a; 2 + X — = \ ——;- 

6 V 36 


Giải 

, 29 1 

© Ý tưởng: Xét f(x) — 3x 2 + X — =>■ f(x) = 6x + l = 0y^a: = —^ 

6 6 

© Lời giải: 
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12 x + 61 ,1 . ^ 1, 

yV6 ( 6 } 

12x + 61 „11 „ „ 

^-= y + ^ỉ/ + ^ 12x + 61 = 36r/ 2 + 12y + 1 4» 3y 2 + y = X + 5 

36 3 36 

29 1 

Mặt khác từ phương trình đầu ta có 3a: 2 + X — -yr — y + 7 ; ^ 3x 2 + X = y + 5 

6 6 

Nên ta có hệ sau: 


{ 3x 2 + X = y + 5 
3 y 2 + y = X + 5 


Trừ vế theo vế ta có (x — y)(3x + 3y + 2)=0<=^x = y\/y = -—— 

0 

• Với X = y =>■ 3r/ 2 = 5=ti = í/ = 

Tr ,. 3x + 2 „ 3x + 2 , r „ 

• Với y — ———— =>■ 3x + X = ——-b 5 9x + X — 13 = 0 

-3± a/Ĩ26 
^ x - 9 

Từ đây tìm được y và kết luận nghiệm □ 




Từ phương trình thứ hai ta có: 
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Viết lại phương trình dưới dạng 


1 — X 2 = 1 — u 4 
2 


- — \ X — V 

3 


r- 2 r- ... ^ „ 2 

Đặt u — y/x; V = - — y/x với u ^ 0, V ^ - 
o o 

Do đó ta có hệ 


í 2 

( 2 

í 2 

j u + V — - 

u + V = - 

u + V — - ) 

; 3 <Ị 

3 4» 


y/l — u 4 = V 2 

V 4 + V 4 — 1 

( u 2 + V 2 ) — 2 u 2 .v 2 — 1 1 


u + v = - 

<=> < /4 \ 2 

^ — 2 u.v 1 — 2u 2 .v 2 — 1 
9 


Nên u, V là nghiệm của phương trình 


u + V = ị 

16 65 „ ^ 


2 ú .V —— u.v — — = 0 
9 81 


u + v = - 


u + v = ị 


8- ỹĩãĩ 


u.v — 


u + V = - 

8 + VĨ94 

u.v — 


18 


2 , 8 — V^Ĩ94 


= 0 


■- o 

Từ đó tìm được nghiệm duy nhất của phương trình là 

I=T-2+. □ 

T"ầ ĨL ĩ AA- rM2l — 1__ A „„2 1 1 __ I 


/ ■ / + 18 

2 2 8 + ^194 . 

y - 4--= 0 (vô nghiệm) 


Bài 44: Giải phương trình 4x 2 — lLr + 10 = (x — 1) \/2x^^6x~+2 

Giải 


© Ý tưởng: Ngoài cách dùng ẩn phụ không hoàn toàn, ta cũng có thể đưa phương trình về hệ 
đối xứng loại II. 

© Lời giải: 

Phương trình đã cho tương đương 

(2x — 3) 2 + X + 1 = (x — 1) ^/{x^X)(2x^^)^x~^l 
Đặt u = 2x — 3; V — \J(x — l)(2a; — 3) — X — 1 ta có hệ phương trình 

( ú 2 + X + 1 = (x — l)v 
V 2 + x + 1 = (x — 1 )u 

Trừ vế theo vế ta có 

u 2 — V 2 — (x — 1 )(v — u) (u — v)(u + V + X — 1) = 0 


• Nến u — V : 

=>u 2 + x + l = (x— 1 )u <=> (2x — 3 ) 2 + X + 1 = (x — l)(2x — 3) 
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-vt> 2x 2 — 6x + 7 = 0 (vô nghiệm) 

• Nếu u + V + X — 1 = 0: 

2x — 3 + \/2x 2 — 6x + 2 + X — 1 = 0 

( 4 

I X ^ — 

<í=t y/2x 2 — 6x + 2 = 4 — 3a; < 3 (vô nghiệm) 

[7a : 2 - 18x +14 = 0 

Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. □ 

© Nhận xét: Cách giải của bài toán này xuất phát từ 1 cách làm đã nêu ở trên. Dạng tổng 
quát là 

f n (x) + b = a ựaf(x) - b 

Ta dự đoán f(x) — (2x + c) 2 . Đến đây ta đồng nhất hệ số để tìm c : 

Ax 2 + 4 cx + c 2 + (—11 — 4c)a; + 10 — c 2 = (x — l)\z /r {x~^ĨỴĨ2x~+~c)^J--ĩ^-^ĩc)x~^ĩ(í+~c 2 
b — (11 — 4 c)x + 10 — c 2 

Đối chiếu với bài toán đồng nhất hệ số suy ra X = —3 


Phương pháp lượng giác hóa 


• Nếu bài toán chứa \/a 2 — X 2 có thể 

7T 7T 

Đặt X — a sin í với —— ^ t ^ — hoặc X — a cosí với 0 ^ t ^ 7T 
11 2 2 ọ 11 

• Nếu bài toán chứa \JX 1 — a 2 có thể 

Đst 1 = SỴ với * e 2 ’ 2h {0} 

Hoscx = ^ vớite[ 0 ;,rlv {f} 

• Nếu bài toán chứa Vct 2 + X 2 có thể: Đặt:x = |a| tan í với í Ẽ — 

Hoặc X = |a| cotí với t G (0; 7 r). 

x Ịa + X „ la — X , 

• Nêu bài toán chứa w- hoặc w —-— có thê đặt X — acos2í. 

V a — X \ a + X 

• Nếu bài toán chứa y/\x — a) Ịb — x) có thể đặt X = a + (6 — a) sin 2 í. 


Lợi thế của phương pháp này là đưa phương trình ban đầu về một phương trình lượng giác 
cơ bản đã biết cách giải như phương trình đẳng Cấp, đối xứng ... Và điều kiện nhận hoặc loại 
nghiệm cũng dễ dàng hơn rất nhiều. Vì lượng giác là hàm tuần hoàn nên ta chú ý đặt điều 
kiện các biểu thức lượng giác sao cho khi khai căn không có dấu trị tuyệt đối, có nghĩa là luôn 
dương. 


Bài 45: Giải phương trình X 3 + y/(1 — X 2 ) 3 — Xyj2{l — X 2 ) 

Giải 


ĐK — 1 ^ X ^ 1 

Từ điều kiện của bài toán ta đặt ẩn phụ X — cos t, khi đó a/1 — X 2 — |sin</?| 
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Chỉ cần chọn ip mà 0 ^ <p ^ 7T khi đó — 1 ^ cos(p = X ^ 1 và sin tp ^ 0 và sin 7 = sin ip 
Phương trình đã cho biến đổi được về dạng 


cos 3 (p + sin 3 </? = v^cos^sin^ ^ (cos</3 + sin<7 (1 — COS^SÌIK/?) = V2,cosLpsmtp 


Đặt u — 


cosíp + siny? = y/2 sin ịtp + — j 

^ ^ _ 7T . 7T Õ7T 

Do 0^£^7 T=>-7 ^ơ?+-7 ^-7 - 
' 4 4 4 

\/2 / 7r\ ^ , , 1 /- 

=>■ — 4“ ^ sin ^ + — J ^ 1, ta được — - ^ u 7 V2 

Phương trình đại số với ẩn u có dạng 


/ ư 2 -l\ /-tí 2 — 1 

“( 1_ 2 ) = ^ 2 
•v» tí 3 + V^ư 2 — 3 u — Võ, — 0 

<^> — vỉj ịu 2 + 2 V 2 u + 1 j = 0 

u — Vĩ 

-v=> u — — 72 + 1 

u — — a/ 2 — 1 < — v^2 

• Nếu u — Vĩ sin ^</9 + — j = 72 -v^ sin ịự> + — ^ = 1 99 = — + /c2ư , ke z 

M 2 _ ^ 

• Nến u = Vĩ sin (</9 + f) = 1 — v% và cos</?sin</9 = —-— = 1 — Vỹ 
Khi đó cos(p , sin99 là nghiệm của phương trình 

Ỉ-V‘2- J(V‘2-ì) (v/2-3) 


Do sin </9^0 cho nên cos<y9 = 


Vậy phương trình có tập nghiệm s — 


1 - V2 - /{V2^Ĩ){V2 + 3Ĩ 72 


Bài 46: Giải phương trình 2x 2 + 71 — X + 2a;7l — a: 2 = 1 


ĐK X e [—1; 1] 

Đặt X — cos í,í Ễ [0; 7r] 
Phương trình tương đương 


2 cos 2 1 + v ^2 sin — + 2 sin í cos t = 1 cos 2 1 + sin 2 í = — v~2 sin - cos (2 1 —4 = — sin - 

2 2 V 4 / 2 

r 7T í 7T , ^ r . 7T M7T 

/ 7Ĩ \ /í 7r\ — — = - + — + /c 27 T í = — H —— 

« 003 ( 2 * 7 )=cos( 7 D« “ 43 -ĩ+L* 444*7 

4 2 2 L 10 5 
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7T 7tt 

Dựa vào điều kiện nghiệm của phương trình ta nhận 2 nghiệm là X — cos —]X = cos VI 
Vậy phương trình có tập nghiệm s — /cos — ;o\ □ 


Bài 47: Giải phương trình >/l + \/ĩ — X 2 — x(l + 2\/l — X 2 ) 

Giải 


7Ĩ 7T~ 
2 ’ 2 . 

Khi đó phương trình có dạng: 


ĐKXĐ: 1 
Đặt X — sin í với t G 


\/l + vT — sin 2 í = sin í ^1 + 2vT — sin 2 tj y/l + cos t = sin t (1 + 2 cosí) 

r- t /- í 3í t 

V2 cos - = sin t + sin 2t -v^ V2 cos - = 2 sin — cos - 

2 2 2 2 

1 

x - 2 
X = 1 

Vậy tập nghiệm của phương trình đã cho là5'=ị-;lị.n 


•v^> \/2 cos - ( 1 — V 2 sin — 
\ 


= 0 


cos - = 0 


3í _ y/2 




sm — = 

2 2 


t = — 




t = — 


Bài 48: Giải phương trình v^ 2 + 1 + 


X 2 + 1 (x 2 + ĩp 


2x 2a:(l — X 2 ) 


Giải 


Điền kiện 


X ±1 

X Ỷ 0 


Đặt X = tan í; í e I) \ |±ị; o| 

1 


Khi đó ta có: 

• X 2 + 1 = tan 2 í + 1 = 

2 tan t 

• sin 2 1 — 


• cos 2 1 — 


1 + tan 2 í 
1 — tan 2 í 


cos 2 Í 
2x 

X 2 + 1 

1 — X 2 


-\Ac 2 + 1 = 

X 2 + 1 

2x 


cos t 

1 

sin 2t 


<3- sin 4í = 


1 + tan 2 í X 2 + 1 
4 x (1 — X 2 ) 


sin 2t. cos 2 í = 


(x 2 + iỵ 


2x (1 — X 2 ) 
{x 2 + l ) 2 


( X 2 + l ) 2 sin 4í 2x (1 — X 2 ) 
Khi đó phương trình được biến đổi về dạng 


4 sin t. cos 2í + 2 cos 2t = 2 


cosí sin 2t sin 4í 

2 sin í. cos 2t — 1 — cos 2t ^ 2 sin í. cos 2 í = 2 sin 2 í (cos 2t — sin í) sin í = 0 

(l — 2 sin 2 í — sin í) sin í = 0 (sin í + 1 ) (2 sin í — 1 ) sin í = 0 

. , 1 , 7T 1 

<3- sint = - t = — ^ X = — 7 = 

2 6 y/3 
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Vậy nghiệm duy nhất của phương trình đã cho là:x = —=. □ 

V 3 

Bài tập tự luyện 

Giải các phương trình sau: 

1/ X 8 - X 2 -10x-2 = v^T23xTĨ2 
2/7x 2 - 13x + 8 = 2x 2 ựxụnĩx^ĩx^ 

3/8x 2 -13x + 7 = Ịx + \/3x 2 - 2 

4/ \/2x — 1 + X 2 — 3x + 1 = 0 
3/^/2x + 15 = 32x 2 + 32x - 20 
6/y/x — ĩ + x 2 ~x — 3 — ữ 

7/x 2 -X- 2004^1 + Ĩ6Õ32Ĩ = 2004 (HSG Bắc Giang 2003-2004) 

8/^/9x - 5 = 3x 2 + 2x + 3 

9/x 2 = ựĩ^x + 2 lO/ýx + M - ặx^3 = 14 

11/^97 - X + = 5 

12 Ị \J X + 2 + \J X + 1 = 3 

13/^18 — X + ỷx^ĩ = 3 

14/\7l7 — X 8 - ỷ2x 8 - ĩ = 1 
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PHƯƠNG PHÁP BIẾN ĐỎI ĐANG thức 


Bài 1: Giải phương trình 


Vx 2 + 3x + 2y/x + 2 = 2x + \x+- + 5 

V X 


Giải 


ĐKXĐ: < 


x(x + 3) ^ 0 

X + 2 ^ 0 
X 2 + 5x + 6 

X 


X > 0 


> 0 


x /0 

\ ' 

Phương trình được viết lại thành 


lx + 3 , ^ r —— ^ , [Ịx + 2)(x + 3) 

ca/+ 2Vt + 2 = 2t + \ 1 ^-- 

V X \ X 

o (x - Vx + 2 )(J~- 


Ix + 3 






sjx + 2 = 0 


X + 3 






-2 = 0 


- 2 ) = 0 
X — 2 

X = 1 


Vậy tập nghiệm của phương trình là 5 = {1; 2} . □ 


Bài 2: Giải phương trình 


1 1 1 1 

i 2 + 9i + 40 I 2 + llx + 30 + X 2 + 13x + 42 18 


Giải 


ĐKXĐ: X ị {-4;-5;-6;-7} 
Phương trình tương đương với: 


1 11 11 1 _ 1 

X + A t + 5 X + 5 £ + 6 T + 6 X + 7 18 


1 X 1 

«=> —— -—- = «=> X 2 + llx - 26 = 0 

X + 4 X + 7 18 


X — 2 
X = -13 


Vậy tập nghiệm của phương trình là s = { — 13; 2} . □ 


— I— —ị— 2 

Bài 3: Giải phương trình \/ X 2 + X + 2 = — —— — 

_ 2(x + 1) 


Giải 
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ĐKXĐ: x^-1 

Phương trình tương đương với: 

(x 2 + X + 2) — (2x + 2)Vx 2 + X + 2 + 4x = 0 


^ (Vx 2 + X + 2 — 2x)(\/x 2 + X + 2 — 2) = 0 


«=>• 


\/x 2 + X + 2 = 2x 


Vx 2 + X + 2 = 2 
Vậy phương trình có tập nghiệm S 1 = 1; —2. □ 




X = 1 

X — —2 


Bài 4: Giải phương trình X 4 — X 2 + 3x + 5 — 2\/x + 2 = 0 

Giải 

ĐKXĐ: X > -2 

Phương trình đã cho tương đương với: 

(x 4 - 2x 2 + 1) + (x 2 + 2x + 1) + (x + 3 - 2y/x + 2) = 0 
(x 2 — l) 2 + (x + l) 2 + (\fx + 2 — l) 2 = 0 

í X 2 — 1 = 0 

<^><X + 1 = 0 X = -1 

[ Vx + 2 - 1 = 0 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = — 1. □ 


Bài 5: Giải phương trình X 8 — X 5 + X 2 — X + 1 = 0 


Giải 


Phương trình tương đương với: 




9 

oc 00 00 ** 

Từ đó suy ra X 4 — ^ — 1 = — = 0. Hệ này vô nghiệm nên phương trình vô nghiệm. □ 

Bài 6: Giải phương trình 

2-s/Ẽ+l + ôVÕ^x 2 + 6a/ (x + 1)(9 — X 2 ) = -X 3 - 2x 2 + lOx + 38 


Giải 


ĐKXĐ: — 1 ^ X ^ 3 

Phương trình đã cho được viết lại thành: 

{y/x + l - l) 2 + (V9 - X 2 - 3) 2 + {y/Ục + 1)(9 - X 2 ) - 3 ) 2 = 0 
Vx + 1 - 1 = V9 - X 2 - 3 = y/Ịx + 1)(9 - X 2 ) - 3 = 0 X = 0 

Từ đó dễ dàng thu được X = 0 là nghiệm duy nhất của phương trình. □ 


Bài 7: Giải phương trình X + y — — — - +4 = 2(y/2x — 1 + J2y — 1) 
_ X y _ 
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Giải 


1 1 

ĐKXĐ: X ^ ^-,y ^ 

2 2 

Phương trình trên tương đương với: 

{x-- + 2- 2v / 2^TĨ) + (y-- + 2 - 2y/2y + 1) = 0 
a: y 


« h - ^gẸỊ)! + (y - vgỹỊỊ)! = 0 w 


X 


y 


Mà X, y > 0 
Vậy phương 


nên VT(*) ^ 0 và (*) xảy ra <Ị 
trình có nghiệm duy nhất là (x, y) 


X — \j2x — 1 

y = V 2 2/ — 1 

= ( 1 , 1 ). □ 


o X = y = 1 


Bài 8: Giải phương trình 2 X\JX + 3 + y/x — 2x 2 + X + 2 

Giải 

ĐKXĐ: a; ^ 0 

Phương trình tương đương với 

(Vx + 3 - 2xỷ . r- iN 2 n , . í\/x + 3 — 2x = 0 
2 1 ^- 1 = 0 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x — 1. □ 


1 7 1 7 3 

(2x — l) 2 _ (3x + l) 2 ~ (x + 2Ỵ 


Bài 9: Giải phương trình 


Giải 


l)l<XI):.r^|7 3 V-4 

Ta có bổ đề san, có thể dễ dàng chứng minh bằng cách bình phương 2 vế đẳng thức: 
Với a, b, c là các số thực thỏa mãn a + b + c = 0 thì 


b 2 


1 . 1.1 

~~ + T + - 

a b c 


Như vậy phương trình đã cho được viết lại thành 


+ 


(2x — l) 2 (—3x — l) 2 (x + 2 ) 2 


(x + 2Ỵ 


( 1 ) 


Vì (2x — 1) + (—3x — 1) + (x + 2) = 0 nên 


(2x - l) 2 + (—3x - l) 2 + (x + 2)- 


(2x - 1) (~3x - 1) (x + 2) 
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Vậy (1) tương đương với 


1 , 1,1 

(2x - 1) + (—3x - 1) + (x + 2) 


2 

X + 2 


(-3a; - l)(x + 2) + (2x - l)(x + 2) + (2x - l)(-3x - 1) 

2 

(2x — 1)(—3x — l)(x + 2) 

\x + 2\ 


-7x 2 - 3x - 3 
(2x- l)(-3x- 1) 


= 2tì>i = 


l±y/5 

2 


Vậy phương trình có nghiệm X = 


l±y/5 

-— . □ 

2 


PHƯƠNG PHÁP DÙNG LƯỢNG LIÊN Hộp 
Lý thuyết 

Phương pháp lượng liên hợp là một cách giải hiệu quả đối với phương trình, hệ phương trình 
vô tỉ. Y tưởng chính của phương pháp là trục căn thức và tạo nhân tử chung. Muốn vậy, ta 
cần phải biết được nghiệm và biến đổi khéo léo. 

1) Dùng máy tính bỏ túi để giải nghiệm của phương trình: 

Ví dụ để tìm nghiệm của phương trình X 2 — X + 3 + \J X 2 + X + 4 = 7: 

Đầu tiên ta cần nhập vào máy tính bỏ túi: 

Vx 2 - X + 3 + Vx 2 + X + 4 - 7 


Sau đó, bấm Shiít —> CALC 

Sau khi máy tính giải ra nghiệm, ta nhận thấy phương trình trên có nghiệm X — 3. Để kiểm 
tra phương trình trên còn sót nghiệm hay không ta tiếp tục nhập: 


VA' 2 - X + 3 + VA' 2 + A' + 4 - 7 


(A' - 3) 


Rồi lại tiếp tục bấm Shiít —> Solve. Ta sẽ tìm được nghiệm thứ hai là X — 


-143 

48 


2) Dùng tính chất số học để đoán nghiệm của phương trình: 

Vẫn dùng phương trình trên làm ví dụ, ta nhận xét vế phải của phương trình là 1 số nguyên. 
Chính vì vậy mà ta đưa ra dự đoán các số trong căn thức phải là số chính phương và bé hơn 7. 
Vì vậy ta có thể cho mỗi căn thức bằng các số từ 1 —> 7 và giải từng vế căn thức. 

Ví dụ như: 

Cho \fx 2 — X + 3 = 1 và. \J X 2 + X + 4 = 6 rồi giải lần lượt từng phương trình. Nhưng nếu cả 
hai vế đều là căn thức thì phương pháp này sẽ không hiệu quả. 


3) Thế thử một vài nghiệm vào phương trình đã cho để đoán nghiệm: 

Dựa vào điều kiện của bài toán, ta sẽ lần lượt thế các nghiệm gần gũi như —3, —2, —1,0,1, 2, 3 
vào phương trình để tìm xem số nào là nghiệm của phương trình. Đôi khi với một chút nhạy 



Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


125 


bén, ta có thể dễ dàng nhẩm ngay nghiệm của phương trình nến đó là nghiệm đẹp. 


Sau đây là một số kĩ thuật dùng phương pháp lượng liên hợp: 

Một số hằng đẳng thức hay sử dụng: 

1 ) X 2 — y 2 = (x — y ) (x + y) 

2 ) X 3 — y 3 = (x — y) (x 2 + xy + y 2 ) 

3 ) X 4 — y 4 — (x — y) (x + y) (x 2 + y 2 ) 

4 ) x n — y n — (x — y) (x n ~ 4 + x n ~ 2 y + ... + xy n ~ 2 + y n ~ 4 ) 

Sử dụng những hằng đẳng thức này, ta có thể quy phương trình vô tỉ ban đầu về dạng phương 
trình tích bằng việc làm xuất hiện các nhân tử chung. Từ đó ta có thể dễ dàng giải quyết tiếp. 


Ta cũng có một số hằng đẳng thức để trục căn thức: 
1) y/x±y/ỹ = 


2 ) fâ±Vỹ = 

3 ) Vx ± ýỹ = 


x-y 
X T Vỹ 

X ± y 


ặx^T ặxỹ+ ựy 2 

_ x-y _ 

{i/xTýỹ){y/x + y/ỹ) 


Bài tập ví dụ 


KĨ THUẬT THÊM BỚT VÀ TÁCH HẠNG TỬ 

ở phương pháp này, chúng ta sẽ thêm bớt hạng tử hoặc tách hạng tử sẵn có để dùng phương 
pháp lượng liên hợp để giải phương trình. 


Bài 1: Giải phương trình: (x + 1) \/x 2 — 2x + 3 = X 2 + 1 (1.1) 

Giải 

Vì X = — 1 không phải là nghiệm của phương trình trên, ta viết phương trình dưới dạng: 

V xi-2x + 3 =ĩỉ r ±A^V X--2 X + 3 -ĩ= x2 - 2x - 1 

X + 1 X + 1 


Vì \Jx 2 — 2x + 3 + 2 > 0 nên: 


(Vx 2 -2x + 3 - 2) (Vx 2 -2x + 3 + 2) _ X 2 - 2x - 1 
' ^ \JX 2 - 2x + 3 + 2 - x + 1 

X 2 — 2x — 1 X 2 — 2x — 1 






X + 1 


\]x 2 — 2x + 3 + 2 

X 2 — 2x — 1 = 0 

1 1 

\Jx 2 - ‘Ix + 3 + 2 ~ x + 1 


X = l + Vĩ 
^ s X =1- Võ, 


Vx 2 — 2x + 3 + 2 
Dễ thấy phương trình V X 2 — 2x + 3 + 2 = X + 1 vô nghiệm. 


X + 1 
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Vậy tập nghiệm của phương trình đã cho là: s — {l — \/2; 1 + v^} □ 

© Nhận xét: mấu chốt của lời giải trên là nhận ra lượng liên hợp để tìm ra nhân tử chung là 
\Jx 2 — 2x + 3 + 2. Vậy làm cách nào để nhận ra được điều này? Ta làm như sau: 

Xét phương trình: \/x 2 — 2x + 3 = ——(*) 

X + 1 


(*) VX 2 — 2x + 3 — m — 
-v=> VX 2 — 2x + 3 — m — 


X 2 +1 / 

—— m (m > 0) 

x + 1 

X 2 — mx — m + 1 

X + 1 


(\/X 2 — 2x + 3 — m) (a/o; 2 — 2o; + 3 + m) X 2 — mx — m + 1 
V X 2 — 2x + 3 + m X + 1 

X 2 — 2x + 3 — m 2 X 2 — mx — m + 1 
Va; 2 — 2a; + 3 + m a; + 1 


Bây giờ ta chỉ cần xác định m sao cho 


X 2 — 2x + 3 — m 2 — X 2 — mx — m + 1 -v^ — 2 = — m V 3 — m 2 = — m + 1 =>• m — 2 


Từ đó ta suy ra lời giải như đã trình bày. 


Bài 2: Giải phương trình: 3V/Õ) 2 + \/o; 2 + 8 — 2 = \/x 2 + 15 (1.2) 


Giải 


Dự đoán được nghiệm o; = ±1, ta viết lại phương trình như sau: 

(1.2) 4» 3 (ựx 2 - l) + (Vx 2 + 8 - 3 ) = Ụx 2 + 15 - 4 ) 

3 (x 2 — 1) , X 2 — 1 X 2 — 1 

- —ị— - — - 

\fx^ +-síx 2 + 1 \/x 2 + 8 + 3 \/x 2 + 15 + 4 

" X 2 = 1 

^ 1,1 1 

L + \Z~jC 2 + 1 \/x 2 + 8 + 3 \/x 2 + 15 + 4 

Mặt khác, ta có: 

\Jx 2 + 15 > Va; 2 + 8 => \/a; 2 + 15 + 4 > \/a; 2 + 8 + 3 =>• . = = = -- < 7===L= —- 

Vx 2 + 15 + 4 V^Tã+3 

Nên phương trình (*) vô nghiệm. Vậy phương trình có tập nghiệm s — {1; — !}□. 


Bài 3: Giải phương trình: 2 (x 2 + 2) = 5\/x 3 + 1 (1.3) 


Giải 


Điền kiện: X ^ — 1 

Do x — — 1 không phải là nghiệm phương trình nên ta xét X > — 1. 
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Khi đó viết lại (1.3) dưới dạng 


(1.3) ^ 2 (x 2 + 2) = 5^{x + 1) (x 2 - X + 1) ^ 2 (x 2 + 2) = 5 


(x + l) 2 (x 2 — X + 1) 


X + 1 


2 (x 2 + 2) /x 2 — X + 1 2 (x 2 + 2) 2 x 2 — x + l 

5 (x + 1) V X +1 5(x+l) V x + 1 


2x 2 — lOx — 6 
5 (x + 1) 


2x 2 — lOx — 6 
5 (x + 1) 


lx 2 — X + 1 
X + 1 


lx 2 — X + 1 

X +1 


lx 2 — X + 1 
X + 1 


(x + 1) 


X 2 — 5x — 3 


lx 2 — X + 1 


X + 1 


X 2 - 5x - 3 = 0 
5 Ịx 2 — X + 1 

-2 = V x + 1 


+ 2 (vô nghiệm) 


5 +v/37 
x = 2 

^ ~ _ 5 - w 

- x - 2 


Vậy tập nghiệm của (1.3) là s = ị —— Y~'ì ——-1 n 


Bài 4: Giải phương trình: X 3 + 3x 2 — 3v^3x + 5 = 1 — 3x (1.4) 


© Y tưởng: Đánh giá phương trình, ta thấy phương trình có dạng hằng đẳng thức (x + l) 3 nên 
ta sẽ biến đổi phương trình theo hằng đẳng thức để biển thức gọn hơn. Thật vậy từ phương 
trình đầu ta có biểu thức gọn hơn như sau: 

(x + l) 3 = 3^3x + 5 + 2 

Đến đây, ta có thể dễ dàng nhẩm nghiệm hơn. Thật vậy, nhẩm nghiệm của phương trình ta có 
phương trình có nghiệm là X = 1. Đối với căn bậc ba, ta cũng làm tương tự như căn bậc hai. 
© Lời giải: 

Viết lại (1.4) dưới dạng 


(1.4) 4» (x + l) 3 - 8 = 3\/3x + 5 - 6 

(x - l)[(x + l) 2 + 2(x + 1) + 4] = 


9(x — 1) 

;\2 I o 3/Õ 


(3x + 5) + 2^3x + 5 + 4 


X = 1 


[ [(x + l) 2 + 2(x + l)+4](ỹ(3x + 5) 2 + 2^T5 + 4) = 9 (*) 

Do có căn bậc ba nên việc giải (*) sẽ có phần phức tạp hơn. Ta có thể dùng bất đẳng thức như 


(*) ^ [(x + 2) 2 + 3] (^T5 + l) 2 + 3 =9 
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Lại có (x + 2) 2 + 3 ^ 3 và (\/3x + 5 + l) 2 + 3 ^ 3 VT{*) ^ 9 

{ X — — 2 

_+_ _ X =—2 

^T5 + l = 0 

Vậy tập nghiệm của phương trình là: s — {—2; 1} □ 


Bài 5: Giải phương trình: \Sl62x 3 + 2 — \/27x 2 — 9x + 1 = 1 (1.5) 


Giải 


Viết lại (1.5) dưới dạng 


(1.5) ^ ^162x3^2 - 2 - v / 27Õ? 2 ^9ãr+T +1 = 0 

^ 162x 3 — 6 3x (3x — 1) n 

(^162a; 3 + 2) 2 + 2^162a: 3 + 2 + 4 V27x 2 - <àx + 1 + 1 = 

^ ^ 1 ^ 2 (9a: 2 + 3x + 1) 3x 

(v / 162a: 3 + 2) 2 + 2^162a; 3 + 2 + 4 V27a; 2 - 9x + 1 + 1 


= 0 


Xét phương trình 


2 (9x 2 + 3x + 1) 3x 

(v / Ĩ62Ĩ 3 T2) 2 + 2Aỵĩ62Ĩ 3 T2 + 4 V27x 2 - 9x + 1 + 1 = 

2 (9x 2 + 3x + 1) 3x 

^ > (v / Ĩ62Ĩ 3 T2) 2 + 2Aỵĩ62Ĩ 3 T2 + 4 = v / 162a; 3 + 2 

Đặt a = v / 162a: 3 + 2, suy ra 

4 . „ „ ,1 a 2 

ữ H-h 2 •<=>• 3x + ——h 1 — - H-h 1 

a 3x 2 a 

1 

3 


3z + — + 1 I = 
3x 




2 

3x — - 
a 


o X = 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X — ^ □. 

3 


Bài 6: Giải phương trình: \/X 2 + 12 + 5 = 3a: + \/X 2 + 5 (1.6) 


Giải 


Điều kiện: I V 
3 

© Y tưởng: Ta nhận thấy X — 2 là một nghiệm của phương trình. Như vậy phương trình đã 
cho có thể phân tích được về dạng (x — 2) Q (x) — 0. 

© Lời giải: 





Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


129 


Viết lại (1.6) dưới dạng 


(1.6) ^ Vx 2 + 12 - 4 = 3x - 6 + Vx 2 + 5 - 3 


X 


= 3 (x - 2) + 


X 


\J X 2 + 12 + 4 \/a: 2 + 5 + 3 

^ ( x + 2 x + 2 o\ 

(x — 2) - ===== --- 7 ====== —- — 3 

\Vx 2 + 12 + ị ựx 2 + 5 + 3 J 


= 0 




X = 2 

x+2 x+2 

. == == -7- 7==== -- — 3 = 0 (*) 

\/a; 2 + 12 + 4 ^2 + 5 + 3 


1 1 X + 2 X + 2 , . 

Do . = = -- < 7 = - 7 7 = = --- 7 = - 7 < 0 nên (*) vô nghiệm. 

Vx 2 + 12 + 4 Vx 2 + 5 + 3 Vx 2 + 12 + 4 \/a; 2 + 5 + 3 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X — 2 □. 

ở trên ta đã làm quen với kĩ thuật thêm bớt và tách số, nhưng nếu phương trình có nhiều 
nghiệm thì không thể dùng cách đó. Sau đây là kĩ thuật thêm bớt và tách ẩn. Ý tưởng của 
phương pháp này là dùng ẩn như vai trò của số sau khi đã nhẩm nghiệm. 


Bài 7: Giải phương trình: \[2x — 1 + X 2 — 3x + 1 = 0 (1.7) 


Giải 


© Ý tưởng: Nhẩm nghiệm ta thấy X — 1 là nghiệm của phương trình. 
Ta thử kĩ thuật tách số với phương trình này: 


(1.7) <=> V2x-1 — 1 + a: 2 — 3x + 2 = 0 
2(x - 1 ) 






V2x^ĩ+1 

X = 1 




+ {x-l){x-2) = 0 


= 2 — X (*) 


Nhận thấy (*) vẫn còn nghiệm. Vậy việc thêm bớt số đã không thể tìm được hết nghiệm. Nếu 

qưy đồng phương trình (*), ta lại phải giải phương trình khá phức tạp là X = (2 — x')\/2x — ĩ. 

Vậy ta cần suy nghĩ đến việc dùng ẩn để thay thế số. 

© Lời giải: 

Điều kiện: I V 
2 

Thật vậy, từ phương trình đầu ta có: 


(1.7) <h> \j2x — 1 — X + X 2 — 2a; + l = 0 


— ix — 1Ý 2 

4» 7 = 1 = - + (x - 1 2 = 0 «• 

y/2x-l + X 


X = 1 


\/2x — 1 + X 


= 1 (*) 
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Như vậy chỉ cần giải (*): 

(*) +> 1 — X = \j2x — 1 
X 2 — 4x + 2 = 0 


1 — 2x + X 2 = 2x — 1 




+>• X = 2 — \J2 
Kết luận: phương trình có tập nghiệm s = jl; 2 — \/2| 




Bài 8 : Giải phương trình: ^/Ỹĩx^ỤÃ&x^Tĩ) — ^/x 3 — 5x + 1 = 2a; + 2 (1.8) 

Giải 


Viết lại (1.8) dưới dạng 


(1.8) ^ ỷ/vĩxi + 46x - 15 - (2x + 1) - ^a; 3 - 5x + 1 -1 = 0 








3 

4 

= 0 


—8a: 3 + AOx — 16 X 3 — 5x + 2 

(ýũx* + 46x - 15 + + 3(2:1 4 + ^ (Vo; 2 -5x + l - 0 + 

8x 3 — 40x + 16 X 3 — 5x + 2 

(^Ĩ2^ + 4fo - 15 + + 3(2:r 4 + 1)2 (vdr 2 — 5a; + 1 — ^) 2 + ^ 

8(x 3 — 5x + 2) X 3 — 5x + 2 

(Vl2a; 2 + i6x - 15 + ịy x 2 _ 5x + ị _ 0 + ^ 

r a; 3 — 5a; + 2 = 0 

(yĩãẽMưẽĩ-15 + 2x ^ J ) + ẼÍ+±1L ịy x ỉ_ẹ ix+ i _ ỉ) + 


= 0(*1 


Do (*) vộ nghiệm nên(1.8) <ỉ^a; 3 -5r + 2 = 0<^> 


X = 2 

x = y/2-ĩ 
X = -y/2-l 


Vậy tập nghiệm của phương trình trên là s = ị — \[2 — 1; \[2 — 1; 2 Ị □ 

© Nhận xét: Câu hỏi đặt ra là: Tại sao xuất hiện đại lượng X 3 — 5x + 2 = 0? Bằng cách thêm 
bớt ax + b vào phương trình và đồng nhất hệ số, ta sẽ làm xuất hiện các đại lượng như vậy. 
Điển hình ta xét các ví dụ sau: 


Bài 9: Giải phương trình: y/3x 2 — 6x — 5 = \J(2 — XỶ + y/(2 — x)(2x 2 — X — 10) (1.9) 

Giải 


© Ý tưởng: Đầu tiên ta có (1.9) \/3a; 2 — 6x — 5 = \J2 — x(3x 2 — 5x — 6) 

Dùng máy tính bấm nghiệm ta thấy phương trình ra nghiệm xấu. Chính vì thế, ta sẽ thêm bớt 
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ẩn cho phù hợp để có thể nhân lượng liên hợp: 

Do giả thiết ở phương trình này có y/2 — X nên ta sẽ thêm bớt OL\/ 2 — X vào phương trình: 

V 3x 2 — 6x — 5 — aV2 — X — \J2 — x[3x 2 — 5x — 6 — a) 

3x 2 — x(6 — a 2 ) — 5 — 2 a 2 - 2 

^ / „ = = - - — = V2 - x(3x 2 -5x-6 - a) 

V3x 2 - 6x - 5 + 0 i\fT^x 

Để có nhân tử chưng, ta sẽ đồng nhất hệ số của 2 vế: 

6 — a 2 = 5 


5 -b 2 <ỵ — 6 H - Qí 


=>- a — 1 


© Lời giải: 
Điền kiện: 


£ ^ 2 

3x 2 - 6x - 5 ầ 0 


Viết lại (1.9) dưới dạng 


X < 2 






3 + 2^ 

3 z 
3 — 2y/6 


X V 


3-2\/6 


(1.9) ^ a/3x 2 - 6x - 5 - V2-X = V2 - x(3x 2 - 5x - 7) 
3x2 - 5x - 7 = - 5* - 7) 




<^ 


V3x 2 - 6x - 5 + v / 2--ã? 

3z 2 - 5z - 7 = 0 
1 

L V3X 2 - 6a; - 5 + 


X 


= \/2 - X (*) 


Xét (*) ta có: 

(*) ^ 1 = 2 - X + ự(2-x)(3x 2 -6x-5) X - 1 = ỰẸ - x)(3x 2 - 6x - 5) 

Với điều kiện X V ——V—— thì VT V —< 0 ^ VP 

3 3 

Vậy phương trình (1.9) tương đương: 3x 2 — 5x — 7 = 0 


5 + \/l09 . _, , 0 N 

X — --- (không thoa a; < 2) 

6 


^ „ 5 — \/ĨÕ9, _ 

Vậy phương trình có tập nghiệm s — { --- 1 □ 

6 


„ _ 5 - \/ĨÕ9 

X — -'- (chọn) 

6 


Bài 10: Giải phương trình: X 3 - 3x + 1 = Vồ^x 2 (1.10) 


Giải 


Điền kiện: 


2Vẽ „ „ 2v^6 

—V X V —V- 
3 3 


© Ý tưởng: ở bài này, tuy biết phương trình có 2 nghiệm nhưng đó lại là nghiệm vô tỉ nên ta 
không thể biết chính xác nghiệm. Tuy nhiên ta chỉ quan tâm tới biểu thức Cần thêm bớt tạo từ 
2 nghiệm trên. Do đó ta sẽ lần lượt dùng chức năng Shiít Solve để tìm ra 2 nghiệm của phương 
trình là: Xị — —0, 6180339887...; X 2 — 1,618033989... san đó gán hai nghiệm này vào hai biến 
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A và B. 

Bây giờ ta sẽ thử tìm tam thức bậc 2 tạo từ 2 nghiệm trên. Nghĩa là ta cần tính A+ B và A.B. 
Thu được A + B — 1, AB = —1. 

Điền đó đã chứng tỏ A, B là hai nghiệm của phương trình: X 2 — X — 1 = 0 
Và từ đây, ta có thể dự đoán được X 2 — X — 1 là một nhân tử của phương trình. 

Ta viết phương trình đã cho lại thành: 

(1.10) X 3 — 3x + 1 — (px + q) — V8 — 3x 2 + px + q = 0 


X 3 — 3x + 1 — (px + q) + 


y^a; 3 — (p + 3)x + l — q + 


(px + q) 2 — (8 — 3x 2 ) 

\/8 — 3x 2 + px + q 
(p 2 + 3) X 2 + 2 pqx + q 2 — 8 


= 0 ( 2 ) 
= 0 


V8 — 3x 2 + px + q 

Đến đây, để xuất hiện nhân tử X 2 — X — 1 thì (p 2 + 3) X 2 + 2 pqx + q 2 — 8 = d (x 2 — X — 1) với 
d là một hệ số. Chọn d = 4 thì ta được một cặp (p, q) thỏa mãn là (p, q) — (—1; 2). 

© Lời giải: 

Viết lại (2) dưới dạng 


X 


2x — 1 + 4 


X 


X 




{x 2 — X — ì) ^ 

Xét / (x) — V8 — 3x 2 + 2 — X, ta có: f (x) — 
f'(x) = 0 , = = = 1 X = —\/x 

J 1 ; V8 - 3x 2 V 3 

Ta có bảng biến thiên: 


\/8 — 3x 2 + 2 — X 
4 

X + 1 + 


= 0 


V8 — 3x 2 + 2 — X 
—3x 


= 0 


y/8 - 3x 2 


X 

2 ựũ [2 

3 Y 3 

2 a /6 

3 

/' 0*0 

1 

0 

+ 

/ 0*0 

6 + 4^6 

G+ 2 V 6 

3 

6+2 Vẽ 

3 


0 < / (x) ^ 

X + 1 + 


6 + 4y/ẽ 

3 

4 


V8 - 3x 2 + 2 - 


= X + 1 + 


X 


/ 0*0 




2^6 




12 


6 + 4x/ẽ 

1± Võ 


> 0 


Vậy phương trình đã cho tương đương rr 2 — X — 1 = 0<^>I= 2 

Bây giờ chúng ta sẽ phối hợp các kĩ thuật trên để giải bài toán sau: 


□ 


Bài 11: Giải phương trình 

(X - i yg - g -15 + - ụ ± 19 


= 2a; 3 - 7x 2 - 12x + 17 + Vĩx (1.11) 


Giải 

© Y tưởng: Ta nhận xét thấy các hệ số có cùng số mũ trong căn thức giống nhau. Điều này 
gợi cho ta ý tưởng thêm bớt ẩn và số sao cho phù hợp nghiệm. 

Để không qưá phụ thuộc vào việc đoán nghiệm nên ta sẽ thêm bớt ax + Ị3 để tìm hệ số tách 
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hợp lý. Để (x — l)v / 2ã?^5ãr^T5 có dạng bậc ba giống như trong căn thức và ngoài căn thức 

(vì hệ số của số mũ lớn nhất trong căn và ngoài căn giống nhau) ta sẽ thêm bớt Oi(x — 1). Việc 

,, , . , , „ x ,, _ , _ , ~ v.ứ’- 7.r 2 - 19 , i . x 

đông nhât các hệ sô đó sẽ cho ta biêt nên tách \ -—- như thê nào. 


2x 3 — 7x 2 + 19 


(1.11) ^ (x-l)(V2x 2 - 5x - 15 -a) + J 

(x — l)(2a: 2 — 5x — 15 — a 2 ) /2x 3 - 7x 2 + 19 


= 2x 3 — 7x 2 -(12 J ị-a)x+17+a + 


X 


V2x 2 - 5x - 15 + a 

2x 3 — 7x 2 — (10 + a 2 )x + 15 + a 2 
<+ - === ==-h 


= 2x 3 — 7x 2 — (12 + a)x + 17 + a + V7x 


' \/2x 2 - 5x - 15 + 
Đồng nhất hệ số, ta có: 


a 


2x 3 - 7x 2 + 19 


= 2x 3 — 7x 2 — (12 + a)x -\-17+a + \/7x 


10 + a 2 = 12 + a 
15 + cỵ 2 = 17 + 01 


4 a 2 - 01 — 2 = 0 


OL — — 1 

a = 2 


Do nhân lượng liên hợp với y/ax + h — c nên ta nhận nghiệm dương. Vậy ta chọn a = 2. 
© Lời giải: 


Điều kiện: 


^ 5 + ^145 

3 7 2 , 19 

x đ — -X + — ^ 0 
2 2 


Viết lại (1.11) dưới dạng 

( 1 . 11 )« 


2x 3 — 7x 2 — lAx + 19 


+ 


2x 3 - 7x 2 + 19 






2x 3 - 7x 2 + 19 


V2x 2 - 5x - 15 + 2 
2x 3 — 7x 2 — 14x + 19 
\/2x 2 - 5x - 15 + 2 
2x 3 — 7x 2 — lAx + 19 | 2x 3 — 7x 2 — lAx + 19 

V2x 2 - 5x - 15 + 2 


= 2x 3 — 7x 2 — I4x + 19 + \Ỉ7x 


2x 3 - 7x 2 + 19 


— \Í7x = 2x 3 — 7x 2 — \\.x + 19 


= 2x 3 — 7x 2 — 14x + 19 


+ VYx 




2x 3 — 7x 2 — lAx + 19 = 0 
1 

+ 


V2x 2 -5X-15 + 2 12x 3 - 7x 2 + 19 


= 1 (*) 


+ V7x 


X = 1 


X — 


X = 


5 + vTff 
4 

5 - V177 


. = == =^ — + ■== === == -= 1 (*) 

V2x 2 -5X-15 + 2 2x 3 - 7x 2 + 19 . /= - 




+ \Ỉ7x 

Dễ thấy VT của phương trình (*) là hàm nghịch biến. Mặt khác theo điều kiện xác định 
X ^ ^ > 1. Vậy phương trình (*) vô nghiệm. 

Xét với điều kiện xác định. Vậy phương trình trên có nghiệm duy nhất là X = - - - □ 

© Nhận xét: Có thể nhẩm được nghiệm X — 1. Từ đó việc tách ẩn sẽ dễ dàng hơn. Nhưng một 
cách tổng quát ta sẽ làm như trên trong mọi trường hợp có khả năng dùng lượng liên hợp. Tuy 
nhiên khuyết điểm của phương pháp này là nếu gặp phương trình không có bất kì 1 nghiệm 
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hữi tỉ nào và sau khi thêm bớt ax + /ổ ta không tìm được a; Ị3 hoặc gặp 1 hệ phương trình phức 
tạp trong khi đồng nhất hệ số thì việc tách ẩn dùng lượng liên hợp khó có thể đạt hiệu quả. 
Nhưng lượng liên hợp lại có thế mạnh trong 1 số bài toán xét điều kiện phức tạp. Điển hình là 
những phương trình vô tỷ chứa trị tuyệt đối: 



+ 

\x — 1 

(1.12) 


Giải 


Điều kiện: —2 ^ X ^ 3 

(1.12) (V3-X- \x- 1|) + Ịvũx- M) 

-X 2 + X + 2 


= X 3 + X 2 


4x — 4 




+ 


-X 2 + X + 2 


= (x + 2) (x + 1) (x — 2) 


= 0 




\/3 — x + \x — 1| \J2 + X + \x\ 

<3- (2 - x) (x + 1 ) - --— + 7==i — — + (x + 2 ) 

Lv / 3^Ẽ + |x- 1| y/2 + x + \x\ v J 

X = — 1 

X = 2 

Vậy phương trình có tập nghiệm s — {—1; 2} □ 

© Nhận xét: Với bài này, việc xuất hiện thêm các đa thức chứa trị tuyệt đối tưởng chừng như 
sẽ gây cho ta thêm khó khăn trong việc giải quyết. Nhưng nhờ sử dụng phương pháp nhân 
lượng liên hợp, bài toán đã được giải quyết nhanh chóng! Khi ấy, ta chỉ Cần chuyển các lượng 
trên về đúng vị trí và sử dụng phương pháp nhân liên hợp là đủ. 


KĨ THUẬT GHÉP HẠNG TỬ 


Bài 1: Giải phương trình: y/lữx + 1 + \/3x — 5 = \/9x + 4 + \/2x — 2 (2.1) 

Giải 

5 

Điền kiện: I V 
3 

© Y tưởng: Đối với kĩ thuật áp dụng vào một số bài tập, việc đoán nghiệm có thể không cần 
thiết vì ta sẽ nhóm từng hạng tử của 2 vế với nhau để tạo ra nhân tử chung. Thật vậy, ta có 
thể thấy: 

10.X' + 1 — 9x — 4 = x — 3và3x — 5 — 2x + 2 = x — 3 

Vậy ta có thể dễ dàng thấy được nhân tử chung Cần nhóm là X — 3 và không Cần nhẩm nghiệm. 
Do đó ta có thể giải bài phương trình này như sau: 

© Lời giải: 

Viết lại (2.1) dưới dạng 


(2.1) <=> VlOx + 1 - V9x + 4 + V3x~5 - \/2x — 2 = 0 
^ X — 3 ^ X — 3 f 

\/lữx + 1 + y/9x + 4 y/3x — 5 + \/2x — 2 
\ x = 3 




L a/ĨÕÕT+T -Ị- yJS9x + 4 V 3x — 5 + \j2x — 2 


= 0 (vô nghiệm) 


X = 3 (chọn) 
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Vậy phương trình có tập nghiệm s — {3} □ 

MỞ RỘNG: 

Sau đây ta sẽ xét hệ số của các căn thức. Nếu thay đổi hệ số của các căn thức trên, ta sẽ được 
một ví dụ khác khó hơn: 


Bài 1*: Giải phương trình 

r— . /26 _- 28 _— 5 _ . 

v / 26Vl0a: + l + J^y/3x-5 = -£= + 4 - —=V2x - 2 (2.1*) 

_ V 31 _ y26 _ V806 _ 


Giải 

5 

Điền kiện: X ầ X 
3 

Đối với bài này, ý tưởng của ta là đồng nhất các hệ số để tạo ra nhân tử chưng: Quan sát 
phương trình này, ta thấy có khả năng ghép đối xứng các phương trình của 2 vế tạo ra nhân 
tử chung là X — 3. Nhưng hệ số ở đây khá phức tạp, vì thế ta cần phải đồng nhất hệ số để ghép 
cho phù hợp. 

Ta thêm bớt OL\/ 9x + 4 và Ị3\f 2x — 2 để tìm hệ số a; /3 phù hợp: 

V2ÕVí0x + 1—aVdx + 4:+\ —y/3x — 5—/3\/2x — 2 = 1 —= — a ] Võx + 4— ( + Ị3) \fĩx 

V 31 \y/2ẽ J Vv/806 J 


Ta dự đoán a — y/26, f3 — 



thì VT sẽ xuất hiện nhân tử chung là X — 3. Để kiểm chứng 


lại, ta sẽ làm như sau: 

Để xuất hiện nhân tử chung là X — 3 thì VP sau khi nhân liên hợp phải xuất hiện X — 3 hoặc 
3 — X. Vậy để tìm ra số a; ị3 nhanh gọn, ta có thể tìm a, b thoả 


ay/9x + 4 — by/2x — 2 = X — 3 
a^9x + 4 — b\fĩx — 2 = 3 — X 


Ta đưa về giải hệ phương trình: 

9 a 2 - 2b 2 = 1 
4a 2 + 2b 2 = -3 
9a 2 - 2b 2 = -1 
4a 2 + 2Ò 2 = 3 


Từ đó tìm được hệ số a,/3: 


V26 

5 

v^8Õ6 


a 2 — 


13 


a — 


26 


— a— \l 



+ ạ= ^ 


2 

13_ 

31 

26 



< 

b = 
Oi — \/26 

p = ./1 

1 V 31 



2 

13 



Điều này đúng như ta đã dự đoán, vậy làm như tương tự như ở bài 1 ta sẽ có nghiệm dưy nhất 
là X = 3. Vậy ta tự hỏi có thể tìm được hệ số bất kì cho phương trình trên hay không? Sau đây 
ta sẽ xét điều đó: 


Bài 2*: Tìm mối quan hệ giữa các hệ số để phương trình sau có nghiệm duy nhất: 

a\J lOa: + 1 + b\J 3x — 5 = cV 9x + 4 + d\j2x — 2 
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Giải 


Ta biến đổi phương trình như sau: 


a(y/ lOx + 1 — Vdx + 4) + b(y/ 3x — 5 — \J 2x — 2) = (c — a) Vdx + 4 + (d — b)y/2x — 2 
Theo như Ví dụ 1 (*) ta sẽ có hệ phương trình sau: 



Ta chọn hệ số như trên là để có thể nhân lượng liên hợp cho aV 9x + 4 và b\/2x — 2. 


Vậy 



là hệ số chuẩn để phương trình có nghiệm duy nhất. □ 


Bài 2: Giải phương trình 

a/3x 2 -5x + 1 - Vx 2 - 2 = ^/3 (x 2 - X - 1) - Vx 2 - 3x + 4 (2.2) 


Giải 


© Ý tưởng: 

Trước hết, kiểm tra ta thấy được rằng phương trình đã cho có một nghiệm X = 2 nên ta sẽ cố 
gắng đưa phương trình trên về phương trình tích xuất hiện nhân tử (x — 2). Ta có nhận xét 
rằng: (3x 2 — 5x + 1) — (3x 2 — 3x — 3) = — 2 (x — 2) và (x 2 — 2) — (x 2 — 3x + 4) = 3 (x — 2) 

Ta đi đến lời giải như sau: 

© Lời giải: 

Viết lại (2.2) dưới dạng 




(2.2) V3x 2 -5x + l - ự3 (x 2 -X -1) = Vx 2 - 2 - Vx 2 - 3x + 4 
—2x + 4 3x — 6 

\/3x 2 — 5x + 1 + y/3 (x 2 — X + 1) \Jx 2 — 2 + \Jx 2 — 3x + 4 
, 2 , 3 

-v^> (x — 2) _— -|_—— _ 

a/3x 2 — 5x + 1 + ^/3 (x 2 — X — 1) \JX 2 — 2 + \/a; 2 — 3x + 4 

X = 2 


= 0 


Vậy phương trình (2.2) có nghiệm duy nhất X = 2. □ 


Bài tập tự luyện 

1. Bài tập cơ bản 

1 ) Vx 2 - 3x + 3 + Vx 2 - 3x + 6 = 3 
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2) \/3 — X + X 2 — \/2 — X + X 2 — 1 

3) Vx 2 - 3x + 1 + V2x 2 - 6x + 1 = 2 


1 — X 2x + X 2 


4) 

V X 1 + X 2 

5) ỳìT-2 + $2x - 3 = 1 

6) Vã) 2 _ ĩ + VãV^7 = 4 

7) V^+2 - Va; 2 + 7 + v^TĨ 

8) \Jx + 3 + Vã) = 3 


X 4 = 1 


9) y/5 — X + \Jx — 1 = —X 2 + 2x + 1 

10 ) Vã^TãTTĨ - V-2x 2 + 3x - 1 = V3 

11) \Jx 2 + 2x + 3 + V4x 2 + 5x + 6 = V7x 2 + 8x + 9 + VlOx 2 + ĩĩx + 12 

12) V2a;-1 + X 2 - 3x + 1 = 0 

13) (V4x + ĩ - V'3x - 2) = X - 5 

14) Va; + 1 + Va; + 4 + Vã) + 9 + Va; + 16 = \fx + 100 

15) ựĩx + 1 — V3V" 


2 = 


X + 1 


16) \Z3cc 2 


Vã) 2 ” 


2 = v / 3x 2 ” 


7x + 3 

17) Va; 2 + 12 + 5 = 3x + Va; 2 + 5 


5x — 1 


Vã) 2 ” 


3x + 4 


18) Va; 2 — 1 + X = Vã) 3 

19) X 2 — 3x — 4 = \fx~- 


- 1 

1 (x 2 


4x — 2) 


2. Bài tập nâng cao 

1) Va- 2 - 1 + Va; - 3 + Va; + 1 + X = x + 3 + 5 

X 2 — 6 

2) X 2 + X — 1 = (x + 2) Va; 2 — 2x + 2 

3) V5x- 1 + Võ^v = 2x 2 + 3x - 1 

4) V3x 2 - 7x + 3 - Va; 2 -2 = V3x 2 - 5x - 1 - Va; 2 - 3x + 4 

5) V2x 2 - 5 + 2x 2 - 5 + V4x 4 - 29x 2 + 25 = V3x + Vl2x 3 - 9x 2 - 30x 

__ 3 

6) V 2x 2 + X + 6 + Va; 2 + X + 3 = 2(x + — ) 

X 


7) V2x + 1 + Vã) = V2x 2 + 4x — 23 

8) X 2 — X — 3 + V2x + 5 = 0 

9) 2Va; 2 — 7x + 10 = X + Va; 2 — 12x + 20 

' 1 ,21 7 

10) 7 H-õ + — — T 


Va; - 1 


X x 


2x 


11 ) V 2 (x 2 + 8) = 5Va; 3 + 8 

10<v /x 2 + X + 1 : X 2 1 

} V x + 4 + T = VPTĨ 

13) V2x 2 - 3x + 1 = ' r " 1 


+ 2 


2x — 3 


14) - = —J— 

V2x — 1 — 1 \Jx + 3 — Va; — 3 
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PHƯƠNG PHÁP DÙNG ĐƠN ĐIỆU HÀM số 

Trong những bài toán giải phương trình vô tỷ thì dùng đơn điệu của hàm số là một phương 
pháp mạnh và thường cho ta lời giải đẹp. Bài viết này sẽ giới thiện một số ứng dụng của phương 
pháp trên. Mỗi bài toán điều được trình bày theo thứ tự Y tưởng - Lời giải - Nhận xét, với 
mong muốn cho bạn đọc có một cái nhìn sâu hơn về cách tư duy và kinh nghiệm giải toán. 

Lý thuyết 

► Định lý 1 : Nến hàm số y = f(x ) luôn đồng biến (hoặc nghịch biến) và liên tục trên D thì số 
nghiệm trên D của phương trình f(x ) = k không nhiều hơn một và yx,y G D : f(x) — f(y) -v=> 
x = y. 

► Định lý 2 : Nến hàm số f(x) và g(x) đơn điện ngược chiều và liên tục trên D thì số nghiệm 
trên D của phương trình f(x) — g(x) không nhiều hơn một. 

► Định lý 3 : Nến hàm số f(x) luôn đồng biến (hoặc luôn nghịch biến) trên D thì 
f(x) > f(y) -v^ X > y ( hoặc X < y) 

Vận dụng linh hoạt các định lý trên, từ một phương trình ẩn X, ta sẽ đưa hai vế về dạng 
f(g(x)) = f(h(x)) với f(t) là một hàm đơn điệu trên miền D đang xét. Thông thường ta có thể 
dự đoán được h(x) và bậc của g(x), từ đó đồng nhất hệ số để tìm g(x) (ưu tiên hệ số nguyên). 
Các bài toán sau sẽ làm rõ ý tưởng trên: 

Bài tập ví dụ 


Bài 1: Giải phương trình: \/3x + 1 + \JX + \/7x + 2 = 4 (1.1) 


Giải 


© Y tưởng: VT toàn dấu cộng nên ta hi vọng đây là một hàm đồng biến theo X. Khi đó theo 
định lý 1, (1.1) có nghiệm duy nhất (dễ thấy đó là X — 1). 

© Lời giải: 

ĐKXĐ: (*) ị x > 3 

Ịy + \j7x + 2 > 0 

Đặt VT (1.1) là f(x). Ta có 


f'(x) = 


+ (1 + 


7 


> 0 Vx thoả (*) 


2y / 3x + 1 2y/7x + 2 2a/ X + \j7x + 2 

Vậy f(x) =4 = /(1) &x = l 

Thử lại ta thấy X — 1 thoả phương trình.Vậy (1.1) có tập nghiệm s = {1} □ 

© Nhận xét: Đây là một ứng dụng cơ bản của phương pháp đơn điệu. Ta chỉ việc đưa các biến 
về cùng một vế và xét đạo hàm. Chúng ta sẽ không đi sân vào dạng này, mà tập trung nhiều 
hơn về cách xây dựng hàm số. 


Bài 2: Giải phương trình với a > 0 (x là ẩn): X 3 — b = a\Jax + b (2.1) 


Giải 





Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


139 


© Ý tưởng: Ta nghĩ tới việc đưa hai vế về dạng f(g(x)) — f(h(x)) trong đó f(t) — mt 3 + nt. 
Có thể xác định h(x) ở VP chính là \/ax + b, còn g(x) ở VT có bậc nhất nên gịx) = px + u. 
Để ý tiếp, ta thấy VT(2.1) sau khi biến đổi sẽ trở thành: rn(px + u) 3 + n(px + u). Như vậy thì 
hạng tử bậc ba sẽ là mp 3 x 3 , trong khi ở phương trình ban đầu là X 3 . Do đó mp 3 — 1 
Vì ưu tiên số nguyên nên ta lấy m — p — 1. Tương tự, ở VP thì hạng tử bậc nhất là a\Jax + b, 
tương ứng với nh(x) trong f(h(x)), nên n — a. 

Vậy f(t ) = t 3 + at. Do đó ta cần đưa (2.1) về dạng 

(x + u) 3 + a(x + u) — ax + b + ay/ax + b (2.2) 

Tiếp tục phân tích, ta thấy VT không xuất hiện X 2 nên có ngay u = 0, vì nếu u Ỷ 0 ta không 
thể khử hạng tử 3 ux 2 . 

Nghĩa là 

(2.2) X 3 + ax = ax + b + a\fãx + b 

Dễ thấy chỉ cần cộng ax + b vào 2 vế của (2.1) là ta có (2.2). Công việc đến đây trở nên đơn 
giản. 

© Lời giải: 

(2.1) X 3 — b + ax + b = ax + b + a\[ãx + b 

-v=> f(x) — f(\fãx + b) với f(t) = t 3 + at 
-v=> X = ỷ/ax + b X 3 = ax + b 

Đây chính là phương trình bậc 3 dạng cơ bản. □ 

© Nhận xét: Bài toán trên cho ta một cách nhìn sơ lược về đơn điệu hàm số, trong đó phần 
quan trọng nhất là xây dựng hàm và dùng những đánh giá thích hợp để tìm ra hệ số. Chúng 
ta cũng có thể mở rộng hơn một chút: 


Bài 2*: Giải phương trình x n — b = a ự ax + b (n e N), n lẻ và a > 0 
Sau đây là một ví dụ khó hơn: 


Bài 3: Giải phương trình 8x 3 — 36x 2 + 53x — 25 = <ỵ3x — 5 (3.1) 


Giải 

© Ý tưởng: Ta cần đưa 2 vế về biểu thức dạng f(g(x)) = f(h(x)) trong đó f(t) — mt 3 + nt 
Để ý rằng hạng tử \/3x — 5 ở VP có bậc thấp nhất nên tương ứng với nh(x) trong f(h(x)), 
vậy n — 1. 

Như bài 2, ta xác định g(x) = px + u. VT sau khi biến đổi sẽ là m(px + u) 3 + n(px + u). Xét 

hạng tử bậc 3 ta được mp 3 x 3 — 8x 3 . Như vậy mp 3 — 8. Tuy nhiên đến đây lại có 2 trường hợp 

mà ta sẽ phải lần lượt xét: m — 8,p — 1 hoặc m — l,p = 2 
Nếu m — 1 :=>• f(t) — t 3 +1. Do đó cần đưa (3.1) về dạng 


(2x + u) 3 + (2x + ù) = 3x — 5 + \/3x — 3 
8x 3 + x 2 {12u) + x(6u 2 — 1) + u 3 + u + 5 = \/3x — 5 
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Đồng nhất hệ số với VT của (3.1) ta được 

12 u = -36 
< 6u 2 - 1 = 53 
u 3 + u + 5 = —25 


44 u = — 3 


Vậy trường hợp rn — 1 đã cho kết qưả, do đó không cần xét rn — 8. 

© Lời giải: 

(3.1) 44 8x 3 - 36x 2 + 5Ax-27 + 2x-3 = 3x-5 + \/3x - 5 
44 (2x - 3) 3 + 2x - 3 = 3x - 5 + ^3x-5 

44 /( 2x — 3) = f(\/3x — 5)(2.2) với /(í) = í 3 + t 
Ta có/(í) đồng biến trên M do đó 


(3.2) 4» 2x - 3 = ^3x-5 44 (2x - 3) 3 = 3a; - 5 


44- 8a: 3 — 36x 2 + 51x — 22 = 0 


X — 

X — 


2 

5 ± 
4 


Vậy (3.1) có tập nghiệm s = {2; — ^ □ 

© Nhận xét: Đôi khi ta cần tinh ý trong việc xây dựng hàm, như trong bài trên hệ số bậc cao 
nhất có thể là 8 hoặc 1. Một ví dụ khác: 


Bài 3*: Giải phương trình 4x 3 + 18x 2 + 27 X + 14 = \J \.x + 5 

1 

Lưu ý rằng Ax 3 — A(x 3 ) — ^.(2x) 3 do đó ta cũng cần xét 2 trường hợp. 

Bài toán trên cũng có thể giải bằng cách đặt v^4a; + 5 = 2y + 3 để đưa về hệ đối xứng loại II. 
Những bước phân tích trên nhìn tuy dài nhưng khi đã quen rồi thì ta có thể tính rất nhanh.Tuy 
nhiên, trong một số bài toán, hàm f(t ) của ta không đồng biến trên M nhưng ta có thể chỉ cần 
xét đơn điệu trên miền xác định D. 


Bài 4: Giải phương trình 9x 2 — 28x + 21 = y/x — 1 (4.1) 


Giải 

© Ý tưởng: Ta xây dựng hàm f(t) = mi 2 +nt. Để ý rằng hạng tử y/x — 1 ở VP có bậc thấp nhất 
nên tương ứng với nh(x) trong f(h(x)), do đó n = 1. Như bài 3, khi đã xác định g(x) — px + u 
và mp 2 — 9, ta cũng thử xét 2 trường hợp: m — 9,p — 1 hoặc m — l,p — 3. 

* Nến m — 9 :=>• /(í) = 9 1 2 + 1. Vậy cần đưa (3.1) về dạng 


9(x + u) 2 + X + u = 9(x — 1) + \J X — 1 
4^ 9x 2 + x(18w — 8) + u 2 + u + 9= \fx — 1 
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Đồng nhất hệ số ta được 


-10 


18ií — 8 = —28 u — ——- 

+> < 9 OMỄ0 

li 2 + It + 9 = 21 1 lí 6 {—4; 3} 


+ Nến m — 1 :=>• /(í) = t 2 + 1. Vậy cần đưa (3.1) về dạng 

(3x + lí) 2 + 3a; + ií = a; — 1 + Va; — 1 9x 2 + a;(6ií + 2)+w 2 + ií + l = Va; — 1 


Đồng nhất hệ số ta được 


6ií + 2 = —28 

w 2 + w + l = 21 


<&u = — 5 


Đến đây có lẽ bài toán đã được giải qưyết nhưng thật ra “chông gai” còn ở phía trước. Thử làm 
tiếp ta sẽ có 

(4.1) +> X 2 — 30x + 25 + 3a; — 5 = a; — 1 + \J X — 1 
f(3x — 5) = f(ựx — 1) (4.2) với f(t) = t 2 + t 

(!) Lưu ý rằng /(í) — t 2 + t chỉ đồng biến trên ( —; Too) và nghịch biến trên (—oo; -^-), hơn 
nữa \/x — 1 V 0 V —. 

3 

Như vậy từ (4.2) ta chỉ sưy ra 3x — 5 = \Jx — 1 khi 3a; — 5 ^ —ị +> a; ^ = 

3 

Còn a; G [1; thì sao? Lại để ý rằng hàm số bậc 2 cũng có cái hay của nó, đó là t 2 — (—í) 2 . 0 
trên, dựa vào hệ số của X 2 , ta chỉ mới xét g(x) = px + lí với mp 2 = 9 vầ p e N*, nhưng thực ra 


vẫn còn trường hợp m — 1 ,p — —3 . Ta sẽ xét tiếp trường hợp này: 


Cần đưa (4.1) về dạng 

(u — 3x) 2 + lí — 3x = X — 1 + Vx — 1 9x 2 + x(—6u — 4) + lí 2 + 11 + 1 = y/ X — 1 


Đồng nhất hệ số ta được 


—6ií — 4 = -28 

lí 2 + lí + 1 = 21 


+> u = 4 


' , 3 -1 

Kiểm tra lại: Cóa;<--V^4 — 3a;> ——. Vậy chọn u = 4. 

2 2 

Đến đây bài toán mới thực sự được giải quyết. 

© Lời giải: 

ĐKXĐ: X + 1 

3 —1 

* Nếư X ^ 3x — 5 ^ —- 
2 2 


Ta có 


(4.1) (3x - 5) 2 + (3x - 5) = (x - 1) + Vx - 1 

+> /(3a; — 5) = /(V^ — 1) (với /(í) — t 2 +1) 3x — 5 = \fx — 1 
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3x - 5 > 0 


5 


(3x — h) 2 — x — l I X G <1 2; 

9 


o X = 2 


3 —1 

* Nếu l^a;<^:=^4 — 3x > —- 
2 2 

Ta có 


«=>• 


(4.1) <^> (4 — 3x) 2 + 4 — 3x = x — l + \[x — 1 

44- /(4 — 3x) = f(V% — 1) (với /(í) = í 2 + í) -44 4 — 3x = \/a; — ĩ 

( 4 

4-3x^0 r^3 25 — \/Ĩ3 , 

0 ' 2 , ^ 1 1 25 ± a/Ĩ 3 1 -—- (chọn) 

(4 — 3x) 2 — X — 1 \ X G ' -—— ' 


Vậy (3.1) có tập nghiệm s — ị2] Ị D 

J 

© Nhận xét: cần linh hoạt trong việc xây dựng hàm số, nhất là đối với hàm bậc chẵn. 

Ta cũng có thể giải bài toán trên bằng cách đặt \/x — 1 = 3y — 5 để đưa về hệ đối xứng loại 2. 


Bài 5: Giải phương trình 3x 3 — 6x 2 — 3x — 17 = 3-ộ / 9(— 3x 2 + 2Ĩx + 5) (5.1) 


Giải 


© Ý tưởng: Như những bài trước, đầu tiên ta thử đưa 2 vế về biểu thức dạng /(í) = 3í 3 + 3 1. 

(5.1) trở thành: 

3(x - u) 3 + 3(x -u) = 9(—3x 2 + 21x + 5) + 3^9(-3a; 2 + 2Lr + 5) 


4» 3x 3 + x 2 (-9u + 27) + x{9u 2 - 186) + (-3ư 3 -3 u- 45) = 3^/9(-3a; 2 + 21x + 5) 


Đồng nhất hệ số với VT(5.1) ta được 


—9 u + 27 = —6 
< 9w 2 - 186 = -3 


—3w 3 - 3w - 45 = -17 


Dễ thấy hệ này vô nghiệm. Vậy ta không thể xây dựng hàm như bình thường. Để ý rằng nguyên 
nhân dẫn đến việc này là vì hệ số của 9(— 3x 2 + 21x + 5) quá lớn, cản trở việc đồng nhất hệ số. 
Vậy ta hãy thử xây dựng hàm theo một hướng khác: 

Nhân 9 cho 2 vế của (5.1) ta được: 


(5.1) 4» 27x 3 - 54x 2 - 27x - 153 = 27{/9(-3a; 2 + 2Lr + 5) (5.2) 

Bây giờ ta sẽ đưa 2 vế về biểu thức dạng f(t) = t 3 + 27 1 (cách tìm hàm số tương tự những bài 
trên). 

(5.2) trở thành: 


(3x - u) 3 + 27(3x -u)= 9(—3x 2 + 21x + 5) + 27^/9(-3a; 2 + 21x + 5) 

4» 27x 3 + x 2 (-27u + 27) + x{9u 2 - 108) - 27 u - u 3 - 45 = 27^/9(-3x 2 + 21x + 5) 
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Đồng nhất hệ số ta được < 


-27 u + 27 = -54 
9 V 2 - 108 = -27 


-27 u - V 3 - 45 = -153 


Bài toán được giải quyết. 

© Lời giải: Nhân 9 vào 2 vế ta có phương trình: 


-v=> u = 3 


(3x - 3) 3 + 27(3x - 3) = 9(-3x 2 + 21x + 5) + 27^9(-3a; 2 + 2Lr + 5) 
f(3x - 3) = f(ự9(-3x 2 + 2ÍX + 5)) (với f(t) = t 3 + 271) 
^3x-3 = Ự^Ụ+Ĩx^T^ŨTỗ) (3x - 3) 3 = 9(-3x 2 + 21x + 5) 
3(x — l) 3 = (—3x 2 + 21x + 5) 3x 3 — 6x 2 — 12x — 8 = 0 

2 

-v=> X = MI + \/2) 2 (tham khảo cách giải PT bậc 3 tổng quát) 

3 


© Nhận xét: Một câu hỏi đặt ra là: Tại sao lại nhân 9 mà không phải là số khác? Thật ra điều 

này đã được đề cập đến rồi. Khi xây dựng hàm f(t) = mt 3 + 3t, ta thường nghĩ tới g(x) = px + q 

nên mp 3 = 3, do đó m = 3,p = 1 mà quên rằng còn có m = y-,p = 3 (trường hợp này thật ra 

9 

t 3 

hiếm gặp, trừ những bài hệ số lớn như bài này). Như vậy /(í) cũng có thể là — + 3í (và trong 
bài này thì đúng là vậy). Việc nhân 9 chỉ đơn giản là khử mẫu số. 

Lưu ý rằng với những dạng phương trình như trên, ta sẽ khai triển và đồng nhất hệ số các bậc 
3, 2, 1, 0. Nghĩa là ta được một 4 hệ phương trình, do đó số ẩn tối đa có thể là 4. ở bài trên, 
ta vẫn có thể đặt /(í) = mt 3 + 1, khi đó trong quá trình đồng nhất hệ số sẽ xuất hiện thêm 2 
ẩn m và p nhưng vẫn giải được. Ta cùng xem qua bài tương tự: 


Bài 6: Giải phương trình X 3 — 6x 2 + I2x — 7 = \/—x 3 + 9x 2 — 19x + 11 (6.1) 


Giải 

© Y tưởng: Ta đưa hai vế về hàm số f(t) = mt 3 + t. Hệ số bậc nhất là 1, vì nó tương ứng với 
\/—x 3 + 9x 2 — 19a: + 11 ở VP. ở VT thì hạng tử bậc 3 là X 3 nên ta nghĩ tới m = 1, nhưng việc 
đồng nhất hệ số không thành công (ở bài này nguyên nhân là do VP cũng có X 3 ở trong căn). 
Vậy, với nhận xét rằng ở VT thì t = g(x) = px + u, ta sẽ tìm cả p, u và m. 

Cần đưa hai vế về dạng 

m(px + u) 3 + (px + u) = m(—x 3 + 9x 2 — 19x + 11) + V 7 — X 3 + 9x 2 — Ĩ9x + 11 
x 3 (mp 3 + m) + x 2 {3mup 2 — 9 m) + x{3u 2 mp + p + 19 m) + mu 3 + u — lim 
= \/-x 3 + 9x 2 - 19x + ĩĩ (6.2) 

Đồng nhất hệ số VT của (6.1) và (6.2) ta có 

f o . 

rnp + m = 1 
3 mpu 2 — 9 m = — 6 

< 

3 u 2 mp + p + 19 m = 12 
mu 3 + u — llm = —7 


^ < 


1 

m - 2 
p = 1 

u = -1 
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© Lời giải: 

Ta viết (6.1) dưới dạng 
(x — l) 3 


, .. —X 3 + 9x 2 — 19x + 11 , 3/- „ . ^ 0 ————— 

2 + (x — 1) =-———-h i/^x 3 ^ rõã^Mĩĩãr+Tr 

_ +3 

f(x — 1) = /(v 7 — X 3 + 9x 2 — 19x + 11) (với /(í) = — + t) 

X — 1 = y~x 3 + 9x 2 — 19x + 11 (do f(t) đồng biến trên M) 

. X — 1 

I 

<í=> (x — l) 3 = —X 3 + 9x 2 — 19x + 11 <=> 


X = 2 
X — 3 


Vậy (6.1) có tập nghiệm s — {1; 2; 3} □ 


Chúng ta đã làm quen với một số bài phương trình tống. Hãy xem qua những bài phương trình 
có tích. 


Bài 7: Giải phương trình X 3 + 3x 2 + 4x + 2 = (3x + 2)v / 3a; + 1 (7.1) 


Giải 

© Y tưởng: thoạt nhìn thì VT có bậc 3, VP có bậc - nên khó có thê dùng đơn điệu. Nhưng 

nếu ở VP ta coi y — \/3x + 1 là ẩn thì VP cũng là bậc 3 theo y. Như vậy cần phân tích 

3x + 2 = m(3x + 1) + n(*), khi đó VP có dạng my 3 + ny. Dễ thấy từ (*) có ngay m — n — 1. 

Công việc còn lại là đưa VT về dạng (x — u) 3 + X — u là ta có thể dùng đơn điệu. Đồng nhất 

hệ số ta được u = — 1. 

© Lời giải: 

ĐKXĐ: x^^- 
_ 3 

Ta có: 


(7.1) (x + l) 3 + X + 1 = (3x + 1 + l)(v / 3x + 1) = (^32: + l) 3 + V3x + 1 
<Ễ=> f(x + 1) = f(V3x + ĩ) (với f(t) = t 3 + t) 
o X + 1 = \/3x + 1 X G {0; 1} (thoả ĐKXĐ) 


Vậy (7.1) có tập nghiệm s — {0; 1} □. 

© Nhận xét: Với những bài phương trình tích cần linh hoạt trong việc đổi biến và xây dựng 
hàm để có thể đưa hai vế về hàm đặc trưng. Một số bài nhìn vào rất phức tạp đòi hỏi ta phải 
bình tĩnh phân tích. Hãy nhớ ta luôn cố gắng phân tích biểu thức bậc lớn theo biểu thức bậc nhỏ. 


Bài 8: Giải phương trình 3x(2 + \/9x 2 + 3) + (4x + 2)(vT + X + X 2 + 1) = 0 (8.1) 

Giải 

© Ý tưởng: Nhìn qua sự sắp xếp của bài toán, ta thấy hai biểu thức ở VT khá giống nhau và 
hi vọng có thể tìm hàm đặc trưng của phương trình từ đây. 

Đầu tiên đưa mỗi biểu thức về 1 vế: 


(8.1) 4» (4x + 2)(Vl + x + x 2 + 1) = -3x(2 + V9x 2 + 3) (8.2) 
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Như kinh nghiệm ở bài 7, ta sẽ phân tích biển thức bậc lớn theo biểu thức bậc nhỏ. 

Ta có VP{ 8.2) = —3x(2 + a/(— 3x) 2 + 3) nên hi vọng VT( 8.2) cũng có thể đưa về 
f(t ) — t(2 + Vt 2 + 3). Và để xuất hiện số 2 trong /(í) ta biến đổi: 

VT( 8.2) = (2x + l)(v / 4x 2 + 4x + 4 + 2) 

Dễ thấy 4x 2 + 4x + 4 = (2x + l) 2 + 3. Vậy ta đã xây dựng hàm thành công. 

2t 3 + 3t 

Tuy nhiên hàm số f(t) có f(t) = 2 H- ' nên có thể đổi chiều đơn điệu, do đó ta phải 

w w + 3í 2 

có thêm một nhận xét: (8.1) chỉ có nghiệm trong 0]. Đến đây bài toán thực sự được giải 
quyết. 

© Lời giải: 

* Nếu X > 0 hoặc X < —ị thì (8.1) vô nghiệm. Vậy ta xét X G [~^~j 0]. 

Ta có 

(8.1) 4* (8.2) 4» (2x + 1)(2 + \Ị(2x + l) 2 + 3) = (-3x)(2 + V(-3a;) 2 + 3) 


4 » 


/( 2x + 1) = /(— 3x) (8.3) với f(t) — t(2 + \Jị 2 + 3) 


2 í 3 + 3 1 —1 —1 

Do f(t) — 2+ — ỷ= === > 0 Ví G 0] nên (8.3) 44 2x + 1 = —3x 44 X = -Ỵ- (chọn) 

Vậy (8.1) có tập nghiệm s — ị —ị □ 

© Nhận xét: Đây là một bài toán hay và khó, đòi hỏi phải có kĩ năng biến đổi linh hoạt. Ta 
cũng có lời giải gần gũi hơn, không Cần dùng đạo hàm như sau: 

(8.1) 44 (2x + 1)(2 + V(2x + l) 2 + 3) = (-3x)(2 + ^/(-3x) 2 + 3) (*) 


*• Nếu X G : =4 3x < —2x — 1 < 0 =>- (3x) 2 > (2x + 1 y 

2 + ự (3x) 2 + 3 >2 + y/{2x + l) 2 + 3 =4 VT(*) < VP(*) 

- /-1 J ~.- , , , . 


: Chứng minh tương tự ta cũng có (*) vô nghiệm. 


* Nến X G í y; 0 

Nến X — —— : Ta có (*) nghiệm đúng. 

5 

Vậy (8.1) có tập nghiệm s — ị —1 □ 

Bài tập tự luyện 

Giải các phương trình sau 

Bài 1) X 3 - 15x 2 + 78x - 141 = 5^2a; - 9 (1) 

Bài 2) 2 x ~ l - 2?~ x = (x- l) 2 (2) 

2x - 1 


Bài 3) log 3 (f=—— ^-) = 3x 2 - 8x + 5 (3) 

(x — l) z 

Bài 4) sin 2x + cosx = 1 + log 2 sin X với X G ^0; — j (4) 

Bài 5) Chứng minh phương trình \JX — \/Ĩ8 + \J X — \/E = V 7 X — \[2 (5) có nghiệm duy nhất. 
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PHƯƠNG PHÁP DÙNG BAT đang thức 
L ý thuyết 

Ta giải phương trình, hệ phương trình bằng bất đẳng thức dựa trên hai ý tưởng sau: 

► 1) Biến đổi phương trình về dạng f(x) — g(x) mà 

ị f(x) ^ a ịf(x)^a _ & Ắ 

< hay < với a là hăng số. 

(g(x) < a Ị^(x) ^ « 

Nghiệm của phương trình là các giá trị X thỏa mãn f(x) — g(x) — a. 

► 2) Biến đổi phương trình về dạng h(x) = m ( m là hằng số) mà ta luôn có h(x) ^ m hoặc 
h(x) ^ m thì nghiệm của phương trình là các giá trị X làm cho dấn của đẳng thức xảy ra. 

► Một số phương pháp hay được sử dụng là đưa về bình phương đúng, sử dụng tính đơn 
điệu của hàm số để đánh giá một cách hợp lý, sử dụng một số bất đẳng thức như bất đẳng 
thức AM-GM, BCS và bất đẳng thức Holder. 


* Bất đẳng thức AM-GM : X\ + X 2 + .... + x n ^ nýx\.X 2 ....x n , với Xị ^ 0 (i — 1, n) 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X\ = x <2 = ....= x n . 


* Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz (BCS): I 

\ị=i 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 

(I I a 2 
bị b-2 





* Bất đẳng thức Holder: (dạng mở rộng của BCS): cho m bộ n số dương (m,n ^ 2): 


(«11, ai2,....,ain) («21, 0‘22,....fl'2n) ; ■ («ml, «m2 

Ta luôn có: 

(«11 '«21-®ml + «12-«22-«m2 + • •-«ln-«2n-• •-«mn) m 

^5 («ll” ! + «12™ + ••• + «ln m )(«2i m + «22 m + ••• + «2n m )---(«mi m + «m2 ,n + ••• + « mn n ) 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi các bộ số tỷ lệ với nhan. 

Bài tập ví dụ 

Bài 1: Giải phương trình 

_ 13Vx — 1 + 9Vx + 1 = ĨQx _ 

Giải 

© Ý tưởng: Ta thấy VT có bậc thấp hơn nên nghĩ tới việc sử dụng bất đẳng thức BCS để 
chứng minh VT A Vp. 

ở đây nếu để ý kỹ ta sẽ cần chọn điểm rơi sao cho xuất hiện (16x — a ) để từ đó có thể tiếp tục 
sử dụng bất đẳng thức AM-GM. 

© Lời giải: 
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Điều kiện: X ^ 1 

Áp dụng bất đẳng thức BCS: 

VT 2 = (VŨ.VlSx- 13 + 3V3.VSX + 3) 2 < (13 + 27)(13x - 13 + 3a: + 3) = 40(16x - 10) 
Áp dụng bất đẳng thức AM-GM: 

40(16x - 10) = 4.10.(16a; - 10) < 4.( 10 + 1 ^~ 10 ) = (16 xf = VP 2 

Ỉ VĨ3x - 13 _ y/3x + 3 

\/Ĩ3 3\/3 X G 0 

10 = IQx - 10 

Vậy phương trình vô nghiệm. □ 

© Nhận xét: Ta cũng có bài toán tương tự: 

Bài 1*: Giải phương trình 13\/x 2 — x ẩ + 9y/x 2 + X 4 = 16 
Ta cùng xem qua ví dụ tiếp theo: 


Bài 2: Giải phương trình X 2 + ẩx + 5 = 2\j2x + 3 


Giải 

© Ý tưởng: Như bài trên, do VT có bậc lớn hơn VP nên nhiều khả năng có thể dùng bất đẳng 
thức AM-GM. 

© Lời giải: 

—3 

Điền kiện X ầ 

2 

Từ phương trình, áp dụng bất đẳng thức AM-GM: 

(2x + 3) + 1 ^ 2\j2x + 3 = X 2 + 4x + 5 
=>2x + ị^x 2 + Ax + h^x 2 + 2x + l^ữ 
(x + l) 2 ^ 0 X = — 1 (chọn) 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X — —1 o. 


Bài 3: Giải phương trình \J X 2 + X — 1 + \/—x 2 + X + 1 — X 2 — X + 2 


Giải 

© Ý tưởng: Để ý rằng VT có dạng ỰÃ + \fp nên ta nghĩ tới việc sử dụng bất đẳng thức BCS 
để tìm giá trị lớn nhất. Rồi san đó ta sẽ chứng minh VP lớn hơn hoặc bằng giá trị này. 

© Lời giải: 

ị X 2 + X — 1^0 

Điền kiện:< 

[ — X 2 + X + 1 ^ 0 

Áp dụng bất đẳng thức BCS có: 


VT ^ \j2[x 2 + X — 1 — X 2 + X + 1) — 2ựx 
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Mặt khác: 

VP — 2yfx = X 2 — X + 2 — 2ựx — (x — l) 2 + (ựx — l) 2 ^ 0 =>• VP ^ 2ựx ^ VT 

Ỉ x 2 + X — 1 = —X 2 + X + 1 

(x — l) 2 = 0 X = 1 (thoả ĐKXĐ) 

X — 1 

Vậy phương trình có nghiệm rc = 1 □. 


Bài 4: Giải phương trình 


x = \f*~l+\ìĩ~l 

V X \ X 


Giải 

Đây là một bài toán trong kỳ thi vô địch toán cộng hòa Yưgoslavia (Nam Tư) năm 1977, đa số 
các lời giải thực hiện phép biến đổi tương đương hoặc giải bằng phương pháp đưa về hệ phương 
trình.Sau đây là một lời giải khác sử dụng bất đẳng thức AM-GM: 


Điều kiện X ^ 1. 

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có: 





1 . 1 1 

-{x - \-l+X'—'l + -)=X 

2 X X 


Vậy phương trình đã cho tương đương: 
Kết hợp với điều kiện ta tìm được X — 



1 + Vỗ 
2 


□ . 


1 

1 

X 


Bài 5: Giải phương trình \/l — X 2 + \/l + X + \/l — X — 3 


Giải 


© Ý tưởng: ở đây ta thấy rằng VT là tổng của các biểu thức có dạng \/Ã, còn VP là hằng 
số. Do đó ta nghĩ tới việc sử dụng bất đẳng thức AM-GM cho từng biểu thức ở VT để chứng 
minh VT ^ VP. 

© Lời giải: 

Điền kiện: — 1 ^ X ^ 1 

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có : 


= y(i-i)(i+n < Tĩ+ẠALA (!) 

( 2 ) 


\/l - X ^ 


2 

1 + ^r 


X 


(3) 


2 
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Cộng theo vế (1), (2) và (3) ta có: 

\/l — X 2 + \/l + X + 1 — X ^ 1 + y/l + X + \Jl — X 

Áp dụng bất đẳng thức BCS: 

Vl + X + y/l-x < ^J2(l+x + l-x) = 2=>VT^1 + 2 = 3 = VP 


1 — X = 1 + X 

Đẳng thức xảy ra-v^^l + a: = l -v=> re = 0 ( thỏa) 

1 — X — 1 

Vậy phương trình có nghiệm X — 0 □. 


Bài 6: Giải phương trình 

_ \J{x — 2) (4 — x) -\- \/x — 2-\- y/ị — X + 6x\/3x = X 3 + 30 


Giải 

© Ý tưởng: Để ý ta thấy ngay phải áp dụng bất đẳng thức AM-GM cho ỰỤc — 2) (4 — x) và 
&x\/3x và bất đẳng thức BCS cho (■ \/x — 2 + yfĩ — x). ở đây việc khó khăn chỉ là phải dùng 
AM-GM để 6x\/3x nhỏ hơn hoặc bằng biển thức dạng X 3 + a sao cho phù hợp nhất . 

© Lời giải: 

Điền kiện: 2 ^ X ^ 4 

Ap dụng bất đẳng thức AM-GM: 

Ị V(x-2)(i-x) < = 1 ( 1 ) 

[6xVãx = 2 V 2 ĨX 3 < X 3 + 27 (2) 

Áp dụng bất đẳng thức BCS: 

\/x-2 + \/ị — X < y / 2(A-2 + y/A-x) < \J 2.^/2(x - 2 + ị - x) = 2 (3) 

Cộng theo vế (1), (2) và (3) ta có: 

ự(x — 2) (4 — x) + \/x — 2 + ^4 — X + 6xV3x ^ X 3 + 30 VT ^ VP 

Ỉ x — 2 = 4 — X 

X 3 — 27 -v^ X = 3 (thỏa). 

\Jx — 2 — \/4 — X 

Vậy phương trình có nghiệm X — 3 □. 


Bài 7: Giải phương trình ^/27x 10 — 5x 6 + v^864 = 0 


Giải 
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© Ý tưởng: Hệ số của đề bài khá xấu (để ý \/864 = 2\/27) nên khó có thể biến đổi đẳng thức. 
Vậy ta sẽ cố gắng sử dụng bất đẳng thức để chứng minh \K27x 10 + \/864 ^ 5x 6 . 

Và. để việc này dễ dàng hơn ta chia cả 2 vế của phương trình cho X 6 . 


© Lời giải: 


Dễ thấy X = 0 không phải là nghiệm của phương trình, chia 2 vế của phương trình cho X 6 , viết 
lại phương trình dưới dạng: 


>ỵ27x 4 + 


2ặ27 

X 6 


= 5 


Áp dụng bất đẳng thức AM-GM có: 


VT = 


\Z27x 4 , \/27x 4 , \f27x 4 , ^27 , ^27 ^ slỳỹ^x 

+ + + V + > 5 ị-ặyyr - 5 - 


„3 . , , _ _ yĩĩx 4 _ ^27 

Dăng thức xay ra -v^ — — — = —— -v=> X = 

3 X _ 

Vậy phương trình có nghiệm X = ± '\/3 □. 


± v^3 


Bài 8: Giải phương trình 


V / 2--ã? + \2--ị = 4- 


x z 


, 1 
X H— 

V £ . 


Giải 

© Ý tưởng: Hướng đi của ta khi nhìn vào bài toán là đưa hết các biến sang một vế, từ đó dùng 
BCS một cách thích hợp. Để khử được X khi dùng BCS thì ta sẽ nhóm 

X với y/2 — X 2 và — với \ 2 - -. 

X V X 2 

© Lời giải: 

' 2 -x 2 ^ 0 

ĐKXĐ: 2 - 4 ^ 0 

X 2 

X Ỷ 0 

l Ị ĩ~ 

Phương trình đã cho tương đương với X + \J2 — X 2 + — + \ 2 - 7- = 4. 

X V X 2 

Áp dụng bất đẳng thức BCS: 

ị (x + \J2 — X 2 ) 2 ^ 2(x 2 + 2 — X 2 ) = 4 

1 / r 1 1 

(ẻ+\/2-4) 2 ^2(^- + 2-4) = 4 


X V X 2 X 2 X 2 ' 


X 


+ V^^x 2 7 2 


. X 


X + a/2 - X 2 + - + \/2 — 4^4 


- + W 2--^2 


X 


x z 


x z 


Dấu “=" xảy ra tại X = 1 (thỏa điều kiện). 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 1 □. 
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Bài 9: Giải phương trình 

\/3x 2 — 1 + \Jx 2 — X — X\J X 2 + 1 = 



— X + 4) 


Giải 

Ý tưởng: Dự đoán phương trình có nghiệm duy nhất X — — 1, từ đó ta nghĩ tới dùng bất 
đẳng thức vì VT có nhiều căn thức phức tạp. 

© Lời giải: 

— 1 

Điền kiện X > 1 hoặc X < —=. 

7 V3 

Áp dụng bất đẳng thức BCS: 


V3x 2 — 1 + Vx 2 — X — xVx 2 + 1 ^ yyjx 2 ~Ỵ~ỉ){3x 2 ^YỴ^ 2 ~^ãí+lc 2 ~^ĩ) 
=>• V3x 2 — ĩ + Vx 2 — X — xVx 2 + ĩ ^ -\/(x 2 + 2)(5x 2 — x) (1) 

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM: 


~^=(7x 2 -x + 4) = -4=[5x 2 -x + 2(x 2 + 2)1 > -^^y/ĩỏx 2 

2V2 2V2 2V2 

(7x 2 — X + 4) ^ \J(5x 2 — x)(x 2 + 2) (2) 


2v/2 


Từ (1) và (2) ta có V 3x 2 — 1 + \/x 2 — x — x\/x 2 + l — ~^ỵ=(7x 2 — x + ẩ) 


Dấu “=" xảy ra khi X — —1 (thỏa điều kiện). 
Vậy nghiệm của phương trình là x — ■— 1 □. 


— x).2(x 2 + 2) 


= \/(x 2 + 2)(5x 2 — x) 


Bài 10: Giải phương trình 


X 


X 


2x + X 2 

1 + X 2 


Giải 


Điền kiện: 0 ^ X ^ 1 

[ĩ 2x — 1 

Để dễ dàng hơn trong việc đánh giá ta viết lại phương trình: \ — — 1 = 1 + 7— - t 

\ X 1 + X 2 

Nhận thấy X — 7 là một nghiệm của phương trình. Ta chứng minh nghiệm này là duy nhất: 


* Nếu 0 ^ X < khi đó 


* Nếu 7 < X ^ 1, khi đó 
2 


VT > 1 
VP < 1 
VT < 1 
VP > 1 


, phương trình vô nghiệm. 
, phương trình vô nghiệm. 


Vậy phương trình có nghiệm X — 7 □. 


Nhận xét: lời giải trên khác với những bài trước, chúng ta không thể chứng minh VT ^ VP 
hay VT ^ VP nến không chia trường hợp ra để xét. Do đó đối với những bài phương trình có 
sử dụng phương pháp đánh giá đòi hỏi ta phải biến đổi linh hoạt (nhìn qna thì có vẻ VP là 
hàm tăng còn VT là hàm giảm, nên nhiều khả năng PT có nghiệm duy nhất) . Kỹ thuật chia 
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trường hợp này cũng rất quan trọng trong giải hệ phương trình. 


Bài 11: Giải phương trình 
X 2 + 4x + 5 


3x 


X 2 + X + 1 


= {x- 1) 1 


2x/r^ 


X 


\Jx 2 + X + 1, 


Giải 


ĐK: X ^ 1. 

Phương trình đã cho tương đương với: 

X 2 — 2x + 1 


(x + 2) 2 + 


X 2 + X + 1 


= (z -1) 1 - 


hay 


(x + 2) 2 = (1 — x) 


2vT 


X 


2y/ĩ^ 
V X 2 + X + 1 

(1 — x) 2 


'\J X 2 + X+1 J x 2 + x+l 

Đặt y = y/ĩ — x,z — \/x 2 + X + 1 (í/ ^ 0, 2 ^ 0), phương trình trở thành: 

( , 0 \2 _ 2 /2?/ , \ y 

(x + 2) = t, 

^ 0. Ta có: 

"=''(t-')-s++7+-"'(?-')'«• 


Dễ thấy VT ^ 0. Ta có: 


Từ đó suy ra VT ^ VP và phương trình tương đương với: 

£+2=0 I £ + 2 = 0 
y A 1, , y»£ = -2 (chọn) 


J/ = 0 [ỉ/ = 0 Vỉ/ = z 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X — —2 □ 


Bài 12: Giải phương trình 


13 


(x 2 ~3x + 6) 2 + (£ 2 -2x + 7) 2 Ì = (Õ£ 2 - I2x + 33ỵ 


Giải 

© Ý tưởng: Để ý thấy rằng 13 = 2 2 + 3 2 nên VT có dạng (a 2 + b 2 )(x 2 + y 2 ), từ đó ta nghĩ tới 
việc sử dụng BCS để chứng minh VT + Vỉ’. 

© Lời giải: 

Áp dụng bất đẳng thức BCS có: 


VT = (2 2 + 3 2 ) (£ 2 - 3£ + 6) + (£ 2 -2x + 7) 

+ [2(x 2 - 3x + 6) + 3(x 2 - 2x + 7)] 2 = (Õ£ 2 - 12x + 33) 2 = VP 
Đẳng thức xảy ra 

2 3 .. 

+> —-—-—— = —-0-—— <Í=>£ = 1V£ = 4 

X 2 — 3x + 6 X 2 — 2x + 7 

Vậy phương trình có tập nghiệm s = {1; 4} □ 


Bài 13: Giải phương trình x 3000 _|_ 500£ 3 + 150Ũ£ + 1999 = 0 
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Giải 

Với X > 0, VT > 0 = VP (vô lý) =>• X ^ 0 \x\ = —X 

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM có: 

í X 3000 + 29 99 = X 3000 + 1 + 1 + ... + 1^ 3000 = 3000 |x| = -3000a: (1) 

)x 3000 + 999 = X 3000 + 1 + 1 + ... + 1^ 1000 10 7a; 3000 .l.l...l = 1000 |x 3 | = -lOOOa: 3 (2) 

Lấy (l)+(2) ta có: 

2a: 3000 + 39 98 + -(lOOOa: 3 + 3000a;) 

=> X 3000 + 500x 3 + 1500X + 1999 ^ 0 ^VT^VP 

- , |V 000 = 1 

Đẳng thức xảy ra -v^ < +> X = — 1 

[ X ^ 0 

Vậy phương trình có nghiệm s = { — 1} □ 

Bài 14: Giải các phương trình sau: 
a) 32x 4 + (4x — l) 4 = 

(1 + x) 8 + 16x 4 _ 1 

(1 + X 2 ) 4 — 8 _ 


Giải 


Ux + y + zf 


a) Ta chứng minh bất đẳng thức phụ sau: X 4 + y 4 + z 4 ^ y— (x + y + z) 4 

z 1 

1 , „ n _ 1 ri 12 
Thật vậy: X 4 + y 4 + z 4 ^ Px 2 + y 2 + z 2 ) 2 + ^ 

o o 

=> X 4 + y 4 + z 4 ^ ^(x + y + z) 4 
Áp dụng ta có 


= ^{x + y + zỴ 


32x 4 + (4x - l) 4 = (2x) 4 + (2x) 4 + (1 - ix) 4 > 

Do đó phương trình trên tương đương 2x = 1 — 4x +> X 

1 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x — 9 □. 

6 


1 

27 

1 

= 6 


(2x + 2x + 1 — Ax) 


1 

27 


/y^2 _l_ 5 2 ) 2 (A -j- pA 

b) Ta chứng minh bất đẳng thức phụ sau: A 4 + B 4 ^ ^ --- 

2 8 

Với A — (x + l) 2 và 5 = —2x thì ta có: 


(1 + x) 8 + 16x 4 ^1(1 + X 2 ) 4 _ 1 
(1 + X 2 Y ^ 8'(1 + X 2 Y - 8 

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi (x + l) 2 = —2x ^ X = — 2 + v^3 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = — 2 + a /3 □. 


Bài tập tự luyện 

Bài 1: Giải phương trình \/3x 2 + 6x + 7 + \Jhx 2 + ĩõx + 14 = 4 — 2a; — X 2 
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Bài 2: Giải phương trình \J X 2 — 6x + 11 + \/x 2 — 6x + 13 + \ì X 2 — 4x + 5 = 3 + \/2 

Bài 3: Giải phương trình 19 + 5 + 95 \/z 2 -3a:+2 _ 3 

Bài 4: Giải phương trình X 2 — 3a; + 3.5 = \/ (a; 2 — 2x + 2) (a; 2 — 4x + 5) 

3; 2 X 

Bài 5: Giải phương trình \/5x 3 + 3x 2 + 3x — 2 = — + 3a; — ^ 


Bài 6: Giải phương trình 

(Vv ^ 2 - 8xT7 + 82 ; - 9) x + (VVx 2 - 8xT 7 - Vx 2 ^ 8 x - 9) : ' = 2 X+Ỉ 

Bài 7: Giải phương trình 8x 2 + 

Bài 8: Giải phương trình -ị-(3x 3 + X 2 + 9x — 7) = (x 2 + 2) 2 + (x 3 + 3x — 3) 2 



MỘT SỐ BÀI TOÁN CHỌN LỌC 

Bài 1: Giải phương trình y/7x + 1 — X 2 — X — 8 + vG; 2 — 82; + 1 = 2 

Giải 

Đặt a = TựTx + ĩ; b = \/8 + a; — X 2 ; c = vG; 2 — 82; + 1 
Ta có hệ 

(a + ò + c = 2 f(a + 6 + c) 3 = 8 

^ _ =>(a + 6)(6 + c)(c + a) = 0 

Ịa 3 + 6 3 + c 3 = 8 Ịa 3 + Ò 3 + C 3 = 8 

• a = —b=>x = — 1Vi = 9 

• &=-c=M = l 

• c = — a = ũ Vr = 1 

Vậy phương trình có nghiệm s — { —1; 1; 0; 9} . □ 

© Nhận xét: Ta có bài tương tự: \/3x + 1 + 7/5 — X + \j2x — 9 — ựÃx — 3 = 0 


Bài 2: Giải phương trình 5(30a; 2 — 4x) = 1336(^300602; + 1 + 1) 


Giải 


ĐKXĐ: X > —Ị- 
30060 

_ v/300602; + 1 + 1 „ _ „ / ——— ——- „ 

Đặt y — --7- -15?/ — 1 = 7 / 300602 ; + 1 =>■ 15?/ 2 — 2 y — 

15 

Mặt khác từ phương trình đầu ta có 3 O 2; 2 — 4x = 4008 y -v=> 15a; 2 — 2x 

f 15a; 2 - 2x = 2004 y 
Ta có hệ phương trình < 

ị 15 y 2 -2 y = 20042; 

Trừ vế theo vế ta có (x — y)[15(x + y) + 2002] = 0 
• Với X — y => lõa; — 1 = V 3 OO 6 O 2 ; + 1 


X = 0 V X = 


2006 


20042; 

= 2004?/ 


15 
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Với X = 0 thì phương trình đầu vô nghiệm. 

• Với 150 + y) + 2002 = 0: 

m _ 0300602; + 1 + 1 

Ta có 30060x + 1^0 => y = 

Nên X + y 0 


15 


1 

0 TT 

15 


+ > 0 =>• 150 + y) + 2002 > 0. Vậy trường hợp này loại. 


30060 15 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X — 


2006 

~Ĩ5~' 


□ 


Bài 3: Giải phương trình ịy/ĩ — X = X + 3 + 3y/l — X + \/T 


X* 


Giải 

Đặt X — cost; t G [0; 7r] ta có phương trình 

4\/ĩ + cos t — cos í + 3 + 30l — cos t + sin í 

r- t /-.t í í 

-v^> 40 2 cos - = cos t + 3 + 3 0 2 sin - + 2 sin - cos - 

2 2 2 2 

4 O 2 cos - = 4 — 2 sin 2 - + 3 V 2 sin - + 2 sin - cos - 

2 2 2 


<=> 4 O 2 cos ^ = 4 — 2 sin 2 - + 
2 cos ^ ^2\/2 — sin + 2 

2 cos ^ ^202 — sin ^ 

/ . t „ /-\ /0 . t „ 


sin 2 - — 3 O 2 sin - — 4 = 0 
2 2 

sin - — 2 V 2 ) ("2 sin ^ + 02 ) = 0 


í 


sm ^ — 2 O 2 J Ị^2 sin 2 — 2 cos ^ + 02j = 0 

í t ỵ- .í í 1 

«=> 2 sin - — 2 cos - + V 2 = 0 -v^ sin - — cos - = -7= 

2 2 2 2 02 


. , í 7r\ 1 

« sin| 2 4 0 2 ^ 


í 7T 7T . , _ 

rO-6 +l2 ' 


í 7T 7ír , 

rí 6 +Hi 




7T 

ủ = 6 


17 

í = Q 7T(Z) 


71 " 03 

Đối chiếu với điều kiện của í, phương trình có nghiệm duy nhất X = cos 77 = -2-. □ 

6 2 


Bài 4: Giải phương trình (x 3 — 3x + l)0ĩõ~+~2Ĩ + X 4 — 3x 2 + X = 21 


Giải 

Viết lại phương trình đã cho dưới dạng 

(x 2 + 21) — (x 3 — 3x + l)0x 2 + 21 — (x 4 — 2x 2 + x) = 0 
Đặt t — y/x 2 + 21 > 0 ta có phương trình 

í 2 — (x 3 — 3x + l)í — (x 4 — 2x 2 + x) = 0 (*) 


(*) có A = (x 3 — 3x + l) 2 + 4.(x 4 — 2x 2 + x) = X 6 — 2x 4 + 2x 3 + X 2 — 2x + 1 = (x 3 — X + l ) 2 
t — —x(l) 
í = X 3 — 2x + 1(2) 


nên có nghiệm 
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Xét (1) ta có: 


( 1 )^ 


Vx 2 + 21 

X < 0 


= — X 




X 2 + 21 — X 2 

X < 0 


(vô nghiệm) 


Xét (2) ta có: 

(2) Va; 2 + 21 = X 3 — 2x + 1 V X 2 + 21 — 5 = X 3 — 2x — 4 

X 2 — 4 




Xét (3) ta có: 


\J X 2 + 21 + 5 
X + 2 


— {x — 2)(ar + 2x + 2) 


X = 2 
X + 2 


< 


X + 2 


\/x 2 + 21 + 5 


\Jx 2 + 21 + 5 
Suy ra (3) vô nghiệm. 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 2. □ 


< 


L Va; 2 + 21 + 5 

a; + 2 


= X 2 + 2x + 2 (3) 


<ar + 2a; + 2 = VP 


Bài 5: Giải phương trình X 4 + 2x 3 + 2x 2 — 2x + 1 — 


(x 3 + x) 


— X 2 
X 


Giải 


Do X 4 + 2x 3 + 2x 2 — 2x + 1 — x 2 (x + l) 2 + (1 — x) 2 > 0 Va; nên điều kiện của X là 0 < X < 1 
Viết lại phương trình dưới dạng 


x 2 (x + l) 2 + (1 — x) 2 — ( X 2 + l)\Jx(x + 1)(1 — x) (2) 


Đặt u = x(x + 1); V = 1 — X => 
Khi đó (2) trở thành 


{ u, V > 0 
u + V = X 2 + 1 


u 2 + V 2 = [u + v)\/ũv <+ (Vũ — \/v) 2 {u + V + y/vữv) — 0 u — V 


Sưy ra x(x + 1) — 1 — x^x 2 + 2x — 1 — ữ^x — —1 + \[2 

Đối chiếu điều kiện chỉ có X = — 1 + \[2 là nghiệm của phương trình. □ 


Bài 6: Giải phương trình lOa; 2 + 3a; + 1 = (6a; + 1) Va; 2 + 3 (*) 


Giải 

Đặt u — 6x + 1; V — Va; 2 + 3 ta có: 

1 „ Q 7,2 Q 

VT(*)lữx 2 + 3x + 1 = ^(6a; + l) 2 + (a; 2 + 3) — Ị = -Ỵ + V 2 — ^ 

(*) trở thành: 

19 

V 2 + V 2 — — uv (u — 2ư) 2 = 9 u — 2v = ±3 

4 4 
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• Với u — 2v — 3 


3x-ĩ >0 


=>■ 1 + 6x — \Jx 2 + 3 = 3 3x — 1 = Vx 3 + 3 X = 1 

X 2 + 3 = (3x — l) 2 

, ị 3x — 2 ^ 0 V7-3 

Với u — 2v — —3 ^ 3x + 2 — \/x 2 + 3 <=> < _ _ a; = ——-- 

ị(3x + 2) 2 = X 2 + 3 4 

v^7 — 3 

Vậy phương trình có tập nghiệm s = 1; —— } . □ 


Bài 7: Giải phương trình 


8x(l-x 2 ) 2V2x{x + 3) _ ỵ- 
(1 + x 2 ) 2 1 + x 2 5 w 


Giải 


2x 1 — X 2 

Đst “ = W ;6 = ĩTy 

2\f2x(x + 3) 


Ta tính được 


1 + X 2 


— \[2{3a — b + 1) và à 2 + b 2 = 1 nên (*) trở thành: 


4 ab - V2(3 a -b + l) = 5- v / 2 
4» 4aò - V2(3a - b) = 5 = 3 + 2ữ 2 + 2ò 2 
4» 2 (a -b) 2 + 3- \Ỉ2(a - 3b) = 0 
44 2(a - b) 2 - V 2[2 (a - b) - (a + 6)] + 3 = 0 
4* [V2(a - b)] 2 - 2V2 (a - b) + 1 + V2(a + b+v 2) = 0 
4» [\/2(a - 6) - l] 2 + \Ỉ2(a + b + V2) = 0 0*) 


Ta cũng có \a + b\ V a / 2(« 2 + ò 2 ) = \/2 =4 o + b ^ —\/2 

Vậy (**) có VT ^ 0 = VP và đẳng thức không xảy ra. Do đó phương trình (*) vô nghiệm. □ 


Bài 8: Giải phương trình (Ạx 3 — X + 3) 3 — X 3 = ^ (*) 


Giải 


Đặt t — ẩx 3 ~x + 3 = t=>3 = t — ẩx 3 + X 
Phương trình (*) trở thành: 

0 0 t — Ax 3 + X 0^0 

t 3 - X 3 = --4» 2t 3 + 2x 3 - t - X = 0 

44 (í + x)(2 1 2 — 2tx + 2x 2 -l) = 0<tỉ>i + x = 0 


Từ đó tìm được X — 
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Chương IV: PHƯƠNG TRÌNH MỮ-LOGARIT 


Bài viết này sẽ giới thiệu đến các bạn một số Phương pháp giải phương trình mũ - Logarit, với 
mong muốn ít nhiều sẽ là tài liệu tham khảo hữu ích cho bạn đọc, qua đó chuẩn bị hành trang 
cho các bạn học sinh trong các kỳ thi tuyển sinh vào Đại học. 


LÝ THUYẾT 


Cho phương trình a x — m (a > 0, a Ỷ 1); ta có: 

• Nếu m > 0 thì phương trình đã cho có một nghiệm duy nhất X = log a m. 

• Nếu m ^ 0 thì phương trình đã cho vô nghiệm. 

Hàm số logarit: 

• a c = b c = log a b. 

• a log ° b = b. 


• l°ga(M2) = log a bị + log a b 2 . 

• log a b<ỵ = «• !°ga b- 

• lo Sa c = hPTN' 

log ft a 

• log b c = log b a. log a c. 

1 

• log a b = 


log b a 


log a aC= —. log a c. 


a 


Sau đây là một số phương pháp giải phương trình mũ - logarit. 


PHƯƠNG PHÁP ĐẶT ẤN PHỤ 

Phương pháp đặt ẩn phụ là một phương pháp khá phổ biến đối với các bài toán phương trình 
và hệ phương trình. Các bài toán giải phương trình mà ta có thể áp dụng phương pháp này, 
nếu dễ, thì ta sẽ thấy ngay dấu hiệu là một biểu thức chứa biến nào đó lặp đi lặp lại nhiều 
lần, còn nếu khó hơn, thì ta Cần phải có một ít biến đổi khéo léo, chủ yếu là để đưa về hình 
dạng sơ khai của bài toán, là một phương trình với các biểu thức chứa biến lặp lại. Cũng có 
trường hợp, bài toán yêu cầu ta phải đặt thêm nhiều ẩn phụ khác, nhằm tạo ra một phương 
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trình hoặc một hệ phương trình mới dễ dàng giải quyết hơn. Sau đây, chúng ta hãy cùng nhau 
xét các ví dụ nhỏ nhằm làm sáng tỏ hơn ý tưởng giải quyết các bài toán dạng này. 


Bài 1. Giải phương trình 2 x2 x + 2 2+x x2 = 3 


Giải 

© Ý tưởng: Ta nhận thấy rằng biểu thức X 2 — X được lặp lại trong phương trình trên. Vì thế, 
ta sẽ có ngay ý tưởng là phải đặt một ẩn mới thay thế cho biểu thức này. 

© Lời giải: 

Đặt t — X 2 — X, phương trình đã cho trở thành: 

2 t + 2 2-í = 3 44 2* + 4.^ = 3 44 (2*) 2 + 4 = 3.2* 

Đến đây, ta lại thấy phương trình thư được có biểu thức 2* được lặp lại, vậy ta sẽ đặt thêm 
một ẩn mới. 

Đặt u — 2 t , ta được : u 2 — 3u + 4 = 0. Phương trình này vô nghiệm. 

Do đó, ta có phương trình đã cho vô nghiệm □ 

Bài 2. Giải phương trình log 2 X + ^10 log 2 X + 6 = 9 


Giải 


Đặt t — log 2 X, phương trình được viết lại thành: 


t + VĩÕĩ Tẽ = 9 ^ 


t + 9 

10Í + 6 = t 2 - 18 1 + 81 


44í = 3=^a; = 8 


Vậy phương trình đã cho có một nhiệm duy nhất X = 8 □ 

© Nhận xét: ở hai bài toán trên, biểu thức lặp lại đã được “phơi bày” ra trước mắt, và chúng 
ta dễ dàng nhận biết được phương pháp đặt ẩn phụ đối với bài toán. Những bài toán sau đây, 
các biểu thức chứa biến lặp lại sẽ bị giấu đi, từ đơn giản, đến tinh xảo, và độ khó của việc tìm 
ra quy tắc “bí ẩn” đấy, cũng là nấc thang để quyết định mức độ khó của bài toán. 

Bài 3. Giải phương trình 3 4 *" 1 " 8 — 4.3 2i+5 + 27 = 0 (*) 


Giải 

© Y tưởng: Với bài toán này, ta nhận thấy rằng các hạng tử trong phương trình đều có lũy 
thừa của 3, do đó, đầu tiên ta sẽ triệt tiêu các lũy thừa này. 

© Lời giải: 

Ta có: 

(*) 4* 3 4 * +8 - 4.3 2x+5 + 3 3 = 0 4» 3 4x+5 - ị.3 2x+2 + 1 = 0 


4» 3.3 4x+4 - 4.3 2x+2 + 1 = 0 
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Đến đây, ta dễ dàng có được cách đặt ẩn phù hợp. 
Đặt t — s 2x+2 > 0. Phương trình đã cho trở thành: 


3í 2 - 4í + 1 = 0 «• 



3 2 * +2 = 1 

3 2 x +2 = 3-1 



Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm là s = 



□ 


Ta sẽ luyện tập thêm với bài toán tiếp theo. 

Bài 4. Giải phương trình 2 2x+6 + 2 X+7 — 17 = 0 (*) 


Giải 


Ta có: 


Đặt t — 2 X+3 > 0, ta có: 


(*) 2 2x+6 + 16.2 X+3 - 17 = 0 


t 2 + m - 17 = 0 


=> 2 X+3 = 1 <=> X = -3 

t — —17 (loại) 


Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm là s = {—3} □ 
Bài 5. Giải phương trình (2 + \f?i) x + (2 — \/?>Ỵ — 4 (*) 


Giải 


© Ý tưởng: Với bài toán này, để ý rằng (2 + y/3) . (2 — y/3) — 1. 
làm xuất hiện biểu thức chung. 

© Lời giải: 

Ta có: 


W «(2 + V 3 ) + (2+ 1 V 3 ) x-4 


Ta sẽ nhân lượng liên hợp để 


Đặt t — (2+ V3) x > 0. Phương trình trở thành: 


t+ J = 4^ 


t = 2 + y/3 
t = 2-y/3 


(2 + v / 3)' T = 2 + v / 3 r a? = 1 
(2 + VsỴ = (2 + Vsy 1 ** x = -l 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X = ±1 □ 
Bài 6. Giải phương trình 2.16 x — 15.4 X — 8 = 0 


Giải 

© Ý tưởng: Ta chú ý rằng 16 x — (4 a; ) 2 , do đó, ta đã định hướng được ngay phương pháp đặt 
ẩn phụ. 
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© Lời giải: 

Đặt t = 4 X > 0, ta có: 

t = 8 3 

2í 2 — 15í — 8 = 0 

1 =>■ 4 X = 8 <^> 2 2x = 2 3 <Ễ=> X = - 


t= 2 ( loại ) 2 

3 

Vậy phương trình có một nghiệm duy nhất x — 2 1=1 

Bài 7. Giải phương trình (3 + VẼi) X + 16 (3 — V5) x — 2 X+3 (*) 


Giải 


© Ý tưởng: Với bài toán này, ý tưởng đầu tiên chính là nhân lượng liên hợp cho (3 — Vs). Thế 
nhưng, ở vế phải của phương trình bây giờ là 2 X+3 , do đó, ta cần phải biến đổi phương trình 
làm sao cho mất đi biến X ở hạng tử 2 X+3 . 

© Lời giải: 

Ta có: 


Đến đây, ta sẽ dùng lượng liên hợp như bình thường. 

Dặtt= (^2^) >0 ^í = (^T^) - Tacó: 

16 „ , , ÍS+VỉỴ , . . + + V+ , , , 

í+^- = 8<t»í = 4=>- Ị — 2 1 — 4 =>• X. In Ị ——— I = ln 4 X — 


ln4 

ln (3 + \V>) — ln 2 


Vậy phương trình có một nghiệm duy nhất X — -——-^ 7 =r--—- □ 

ln (3 + V5) - ln 2 


Bài 8 . Giải phương trình (7 + 4v^3) r — 3 (2 — Vễ) x + 2 = 0 


Giải 


Viết lại phương trình: 


Đặt t — ( 2 + VS) X > 0 =>• - = (2 — VS) X ■ Ta có: 


(2 + vể) 2x -3(2- VsỴ + 2 = 0 


i -ị+ 2 = 0 


t = 1 

t 2 - t + 3 = 0 


(2 + V3Ỵ = 1^X = 0 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0 □ 


Bài 9. Giải phương trình 2.4ì; + 6* =9* 


Giải 
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© Ý tưởng: Bài toán này yêu cầu chúng ra cần phải biến đổi một hợp lý để tạo ra biểu thức 
thích hợp cho việc đặt ẩn phụ. 

© Lời giải: 

Phương trình đã cho tương đương với 


Đặt t — 



> 0, ta có: 




2 

X 


2 + t = t 2 ^ 


t — — 1 (loại) 

\ = 2 
t = 2 


X 


= 2 => —. In Ị ^ ) = ln 2 X — log 2 3 — 1 


Vậy phương trình đã cho có một nghiệm duy nhất X — log 2 3 — 1 □ 


Bài 10. Giải phương trình 3.16 x + 2.81 x = 5.36 x 


Giải 


Phương trình đã cho tương đương với 




Đặt t = ( ^ ) >0. Phương trình trở thành: 


3 + 2f = 5í 


t = 1 
3 

ị ~ 2 


X = 0 
1 

x - 2 


Vậy phương trình có tập nghiệm s = ị 0; ^ Ị> □ 


Bài 11. Giải phương trình 125* + 50 x = 2 3x+1 


Giải 

( 125 \ ^ \ *£ 

8 ~ / ” \ 8 ) = 

Đặt t — > 0. Ta có: 

t 3 + t 2 ~2 = 0^t=l^x = 0 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0 □ 


_ T ; T 

Bài 12. Giải phương trình -h —— -= 1 

_ 4 — lơg X 2 + lơg X 
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Giải 


Đặt t — logrr, suy ra 


tỶ 4 

t ^ —2 


Phương trình trở thành 


1 | 2 
4- t + J+t 


= 1 «• 



X = 10 
X — 100 


Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm là X = 10 và X = 100 □ 


Bài 13. Giải phương trình \Jl + log 0 04 X + y/s + log 0 2 X — 1 


Giải 

© Ý tưởng: Đối với các biểu thức log a f(x) với a > 0, thì điều kiện để hàm logarit này tồn tại 
là f(x) > 0. Khi tiến hành giải các bài toán phương trình logarit, ta phải đặc biệt chú ý đến 
điền kiện xác định của bài toán. 

© Lời giải: 

ĐKXĐ: \og 02 x ^ —2, X > 0. 

Đặt t — log 0 2 a; =>• t ^ —2. Ta có: 

^1+2* + + t — 1 2 \j-t 2 + -t + 3 — —3 — -t 

3 

Do t ^ — 1 nên —3 ~ 2^ ^ 0, su y ra £ = — 2, hay a; = 25 □ 

Bài 14. Giải phương trình log a; 2 16 + log 2:r 64 = 3 


Giải 

Ta nhận thấy rằng X — 1 và X — - không thỏa mãn phương trình đã cho. 
Với một số biến đổi nhỏ, phương trình tương đương với: 


2 6 
log 2 X 1 + log 2 X 


Đặt t — log 2 X => 


t ^ 0 
t^-l 


Ta có: 


2 6 
ĩ + t + 1 


= 3« 



rr = 4 

X = 2” 1 / 3 


Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm s = {4; 2 1//3 j □ 


Bài 15. Giải hệ phương trình sau: 


íl°gi+z(l - 2í/ + y 2 ) + logi_ y (l + 2x + X 2 ) 

= 4 (1) 

Ị log 1+x (l + 2 ỳ) + log ị _2y (1 + 2x) = 2 

(2) 


(ĐH Quốc gia TP HCM) 
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Giải 

Điềuki ệ n:Ị“^7^;«{ I> - 1 . 

[o < 1 + £ ỹỂ 1 Ị y < 1 

Ta có: 

(1) ^ log^l - y) 2 + log^l + xf = 4 ^ log 1+x (l -y) + log^l + x) = 2 (3) 

1 

Đặt t = log 1+x (l — y), suy ra log 1 _ y (l + x) — Phương trình (3) trở thành: 

1 „ 

t -\- = 2 ì 2 — 2í + l = 0<tt>í = l 

Suy ra 

log 1+x (l -y) = lol-y = l+ xOx = -y 
Thay vào phương trình (2), ta được 

log 1+x (l - 2x) + log 1+x {l + 2x) = 2o log 1+x (l - Ax 2 ) = 2 


1 — 4x 2 = (1 + x) 2 5x 2 + 2x = 0 


X = 0 (loại) 
2 

X — —- 

5 


Suy ra y = 

5 


Thử lại nghiệm nhận được vào hệ phương trình ban đầu, ta có được nghiệm — ^ là nghiệm 

V 5 5 

duy nhất của hệ đã cho □ 


2 2 


Bài 16. Giải phương trình log 3 (3 x — 1). log 3 (3 :E+1 — 3) = 6 


Giải 


Đặt t = log 3 (3 x — 1), phương trình được viết lại: 


t 2 + t — 6 = 0 -vt> 


t = 2 
t = -3 


log 3 (3" - 1) = 2 




X — log 3 10 
X — log 3 28 — 3 


[log s (3* - 1) = -3 

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm là X = log 3 10 và X = log 3 28 — 3 □ 


Bài 17. Giải phương trình log 4 (a; — yjx 2 — 1). log 5 (a; + \JX 1 — 1) = log 20 (a; — \/X 2 — 1) 


Giải 

Đặt t — X — X 2 — ĩ, suy ra X + \JX 2 — 1 = 
Phương trình đã cho tương đương với 


log 4 1. log 5 J = log 20 1 - log 4 1. log 5 1 = log 20 4. log 4 1 


log 4 1 = 0 

l°g 5 1 = - lo ẵ20 4 
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t = 1 


t = 5~ log 2° 4 ' 


★ Với t — 1 suy ra X — 1. 


í X _ ./^2 _ I — 5 - Iog 20 4 1 

★ Với í = 5 _log 20 4 suy ra a; = 4 (5 _log 20 4 + 5 log 20 4 ) 

' x + \/í^ĩ = 5 log 2 " 4 0 v ’ 


Thử lại các giá trị nhận được, phương trình đã cho có hai nghiệm là X = 1 và X = - (5 log 2° 4 + 5 log 2° 4 ) □ 


Bài 18. Giải phương trình log 2 (a: 2 + 3x + 2) + log 2 (a; 2 + 7x + 12) = 3 + log 2 3 


Giải 


Nghiệm của phương trình (nếu có) phải thỏa mãn điều kiện xác định 
Phương trình tương đương với 


X 2 + 3x + 2 ^ 0 
X 2 + 7x + 12 ^ 0 


log 2 (a; + l)(x + 2)(x + 3)(x + 4) = log 2 24 X + l)(x + 2)(x + 3)(x + 4) = 24 
Đặt t = X 2 + hx + 4, ta thu được t(t + 2) = 24 
X 2 + 5x + 4 = — 6 a; = 0 

Suy ra 

a: + 5x + 4 = 4 a; = —5 
Nhận thấy các giá trị này thỏa mãn tập xác định ban đầu. Vậy, phương trình đã cho có hai 
nghiệm là X = 0 và X = —5 □ 

Qua các bài toán trên, chúng ta rút ra được một số kinh nghiệm và một số điều đáng lưu ý khi 
giải phương trình mũ - logarit: 

* Lưu ý đến điều kiện xác định của bài toán đưa ra. Các điều kiện này có thể giúp ta chặn 
được miền nghiệm trên phương trình hệ quả, giúp ta thu được nghiệm chính xác hơn. Còn nếu 
như chúng ta không xác định điều kiện bài toán, thì sau khi giải quyết xong, chúng ta cần một 
bước không thể bỏ qua là thử lại nghiệm vào bài toán. 

* Để có được các bước biến đổi mưu mẹo trong các bài toán phương trình như trên, đòi hỏi 
chúng ta phải có kinh nghiệm làm bài, luyện tập với nhiều dạng bài tập khác nhau. Và để giúp 
cho các bạn luyện tập nhiều hơn với phương pháp này, chúng tôi xin đề nghị với các bạn thử 
luyện tập với một số bài tập tự luyện sau đây: 



Bài tập tự luyện: 

\Ị q3+2cosa: _ <J ql+cosx _ 2 _ Q 

2/ log 2 x.\og x (Ạx 2 ) = 12. 

3 , lôg 2 s = iơg 8 4x 

7 log 4 2a; log 16 8a:' 

4/ (2 - iog 3 z) 106*3 - ĩz ị g - ĩ = 1. 
5/ 2x ÌOẽ2X + 2x~ 3ÌOẽsX -5 = 0. 

6/ ^V7 + 4V^J +^V7-4V^J 
7/ log 2 (9 — 2 X ) = 3 — X. 

8/ 7 lo §25( 5;c ) — 1 _ X log 5 7 _ Q 


5 

2 ' 
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PHƯƠNG PHÁP DÙNG ĐƠN ĐIỆU HÀM số 

Bài 1. Giải phương trình 2 2 * -1 + 3 2x — 5 2 * +1 = 2 X + 3* +1 + 5 X+2 


Giải 

Nhìn vào bài toán này, chúng ta sẽ thấy ngay rằng phương pháp đặt ẩn phụ có vẻ như không 
có tác dụng. Chúng ta sẽ có những nhận xét sau đây: 

* Nến X > 1 thì 2 2 1 + 3 2 * = 5 2 ** 1 > 2* + 3* +1 + 5*+ 2 

* Nếu X < 1 thì 2 2 * -1 + 3 2 * = 5 2 * +1 <2 x + 3* +1 + 5 X+2 

* Nếu X = 1 thì 2 2 *- 1 + 3 2x = 5 2x+1 = 2 X + 3* +1 + 5*+ 2 (= 136). 

Vậy phương trình có 1 nghiệm duy nhất X — 1 □ 

Bài 2. Giải phương trình 3 2 * + 4 2x — 2.12* 


Giải 

Áp dụng BĐT AM-GM, ta có: 3 2 * + 4 2 * ^ 2.12*. Dấu đẳng thức xảy ra, do đó: 3* = 4*. 

* Nếu X > 0: 3* < 4*. 

* Nếu X < 0: 3* > 4*. 

* Nếu X — 0: 3* = 4* = 1. 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0 □ 

Bài 3. Giải phương trình X + log(a: 2 — X — 6) = 4 + log(x + 2) 


Giải 

Phương trình trở thành: 

X + log(rr + 2) + log(x - 3) = 1 + log(x + 2) I * + 2 > 0 & ị x > 3 

1 Iog(x — 3) = 4 — X 1 log(a; — 3) = 4 — X 

* Nếu X > 4 thì log(a; — 3) > log 1 = 0 > 4 — X. 

* Nến 3 < X < 4 thì log(x — 3) < log 1 = 0 < 4 — X. 

* Nếu X = 4 thì log(a; — 3) = log 1 = 0 = 4 — X. 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 4 □ 

Bài 4. Giải phương trình (1 + 2*)(1 + 3*)(1 + 36*) = (1 + 6*) 3 


Giải 


Ta có BDT sau: 

(1 + x)(l + y)( 1 + z) ^ (1 + ýxỹzỷ r \/x, y,z > 0 
Ap dụng vào bài toán, ta có: 


(1 + 2*)(1 + 3*)(1 + 36*) > (1 + ^2*3*36*) = (1 + 6*) 3 
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Dấu đẳng thức xảy ra, do đó 2* = 3* = 36* = 4 » X = 0. 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 0 □ 

Bài 5. Giải phương trình X — 2 log s(*+ 3 ) 


Giải 

ĐKXĐ: i + 3>0tti> —3. Đặt t = log 5 (x + 3) =>- X = 5* — 3. Ta có: 

5<-3 = 2'«(*) l -3Q) I = l 

* Nếu t > 1 thì ^iỵ - 3 > I -1=1. 

* Nếu t < 1 thì - 3 < I -1=1. 

* Nếu t = 1 thì (^j - 3 = 1. 

Do đó t = 1, hay X = 2 (nhận). 

Vậy phương trình đã cho có một nghiệm duy nhất X = 2 □ 

© Nhận xét: Với các bài toán trên, có thể thấy được những bước biến đổi rất kinh điển của 
phương pháp đánh giá BĐT. Còn ở những bài toán sau đây, các bạn cần phải có sự kết hợp 
khéo léo giữa các BDT và việc xét tính đơn điệu của hàm số. 

Bài 6. Giải phương trình X. 2 x = x(3 — x) + 2(2* — 1) 


Giải 


Phương trình đã cho tương đương với: 


(x-2)(2 x + x- 1) =0^ 


X — 2 (nhận) 
2* + X - 1 = 0 


Xét phương trình 2* + X — 1 = 0. Đặt f(x) — 2* + X — 1. 

Ta có f(x) — ln2.2* + 1 > 0 VieM. 

Nhận thấy X = 0 thỏa phương trình này, do đó, phương trình đã cho có 2 nghiệm là x — 2 và 
x = 0 □ 

© Qua bài toán này, ta rút ra được một điều: Đối với việc giải phương trình 2* + X — 1 = 0 
như trên, ta có thể suy ra được điều kiện là X > 1. Thế nhưng điều này là không nhất thiết 
cần thiết, vì trong một số trường hợp, việc giải điều kiện hệ quả đó là khá rắc rối. Một cách 
đơn giản hơn ta có thể làm là tìm ra các nghiệm của phương trình đã cho, sau đó thay vào 
lại phương trình ban đầu để nhận những nghiệm thỏa mãn. Nhưng lại trong nhiều trường hợp 
khác, những điều kiện hệ quả lại tỏ ra rất hữu hiệu cho việc giải phương trình như chặn miền 
nghiệm, sử dụng BDT, xét dấu, tính đơn điệu, ...v.v... 


Bài 7. Giải phương trình 2x 2 — 6x + 2 = log 2 



Giải 
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_ ịx-lỹảo 

Điều kiện: < 1 . 

\ x> _ 2 

Phương trình được viết lại thành: 

X + 0 = log 2 (x - l) 2 + 2{x - 1) 2 (*) 
. 1 

Đặt f(x ) = logn X + 2x với X > 0. Ta có: f'(x ) — 2 -ị -— >0 Vx > 0. 

X. In 2 

Do đó, hàm / đồng biến trên (0; +oo). 

Lại từ (*), ta có / + -^ — f ((x — l) 2 ), suy ra: 


log 2 Ịx + 2 ) + 2 ( 


X + ^ = (x - l ) 2 


X — 


X = 


3 + y/7 
2 

3 — VỸ 


Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm s = 1 

Í3 + V7 3 -V 7 } 

í D 

{ 2 ; 2 J 

Bài 8. Giải phương trình (1 + x)(2 + 4 X ) = 3.4 X 


Giải 

Dễ có X > —1. Xét hàm số f(x) — (1 + x)(2 + A x ) — 3Ả X với X e (—1; + 00 ). 

Ta có: f{x) — (x — 2)ị x ìn4+ị x + 2, f"{x) — (x — 4)(ln4) 2 + 2.4 a Tn4, f"{x) — (x — 2)4 x (ln4) 3 + 
3.4 x (ln4) 2 . 

f"'(x) = 0 X = 2 — Đặt x 0 — 2 — 

lu 1 lu 1 

Ta thấy hàm f"{x) nghịch biến trên (—1; Xo), đồng biến trên (xo; + 00 ) và /"(—1) < 0, f"{x 0 ) < 
0, lim f"{x) — + 00 , nên phương trình f"(x) = 0 có đúng 1 nghiệm. Do đó, phương trình 

#—>•+00 


f'(x) = 0 có tối đa 2 nghiệm, suy ra phương trình f(x) = 0 có không quá 3 nghiệm. 
Ta nhận thấy có ba giá trị X thỏa mãn phương trình đã cho là X — 0, X — X — 1. 

Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm s — í 0 ;ỉ;n □ 


_V_y_ 

Bài 9. Giải phương trình 12 x + 13 x + 14^ = 2 X + 3 X + 4 X + 870 x - 240ŨX 2 + 156ŨX 


Giải 

Xét hàm số f(x) = 12 x + 13 x + u x - (2 X + 3 X + 4 X + 870 x - 2400x 2 + 1560x). 

Ta sẽ chứng minh đạo hàm Cấp 4 của hàm số này luôn âm hoặc luôn dương với mọi giá trị X 
có thể nhận được. Ta có: 

/ (4) (x) = 12*(ln 12) 4 + 13*(ln 13) 4 + 14*(ln 14) 4 - 2 x (ln2) 4 - 3*(ln3) 4 - 4 a '(ln4) 4 
Ta xét các trường hợp sau: 

* Nếu X < 0, áp dụng BĐT Bernoulli cho số X < 0, ta có 12 x > x(12 — 1) + 1 = llx + 1. Tương 
tự, ta cũng có 13 x > 12x + 1, 14 x > 13x + 1. Suy ra: 


12* + 13 x + 14 x > 36x + 3 
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Lại có 


2* + 3* + 4* + 870 x - 240ŨX 2 + 1560x < 3 + 36x + x(870x 2 - 2400x + 1524) < 36x + 3 
Do đó 

12* + 13* + 14* > 2* + 3* + 4* + 870* - 2400x 2 + 1560x 
Điều này mâu thuẫn với đề bài đã cho. 

* Nếu X ^ 0, suy ra /( 4 ) ^ 0, do đó phương trình đã cho không có quá 4 nghiệm. 

Nhận thấy các giá trị X — 0, X — 1, X — 2, X — 3 thỏa mãn phương trình đã cho. 

Vậy phương trình có tập nghiệm s — {0; 1; 2; 3} □ 

Bài 10. Giải phương trình 9* (3* + 2*) = 2*(8* + 7*) + 5*(5* - 2*) 


Giải 

Ta có nhận xét rằng, với bài toán trên, ta không thấy các cơ số có mối liên quan nào đến nhau, 
các hàm số chứa biến thì toàn là hàm số mũ. Ta thử biến đổi về dạng phương trình có lợi 
f(a) = f{b). Ta có: 

9*(3* + 2*) = 2*(8* + 7*) + 5*(5* - 2*) 

4» 10* + 12* - 16* - 25* = 12* + 14* - 18* - 27* 

Ta xét hàm số f(t) = t x + (t + 2)* — (t + 6)* — (t + 15)* với t > 0. Phương trình đã cho tương 
đương với 

/( 10 ) = /( 12 ) 

Ta thấy rằng, hàm / liên tục và khả đạo hàm trên [10; 12], nên theo định lý Largrange, tồn tại 
c G (10; 12) sao cho f'(c) — — ^ — 'ịị — = 0. Do đó, ta có: 

X [c*- 1 + (c + 2)*- 1 - (c + 6)*' 1 - (c + 15)*- 1 ] = 0 

X = 0 

c*- 1 + (c + 2)*- 1 = (c + 6)*- 1 + (c + 15)*- 1 

Xét phương trình c* _1 + (c + 2)* _1 = (c + 6)* -1 + (c + 15)*~h Ta có: 

* Nếu X > 1 thì X — 1 > 0, suy ra c* _1 + (c + 2)* -1 < (c + 6)* -1 + (c + 15)* _1 . 

* Nếu X < 1 thì X — 1 < 0, suy ra c* _1 + (c + 2)* -1 > (c + 6)* -1 + (c + 15)* _1 . 

* Nếu X = 1 thì c* _1 + (c + 2)* _1 = (c + 6)* -1 + (c + 15)* -1 = 2. 

Thử lại, ta có phương trình này có tập nghiệm là s = {0; 1} □ 

Qua các bài tập ví dụ nêu trên, các bạn sẽ thấy rằng, người ra đề sẽ thường hay bắt đầu tạo 
ra bài toán từ một hằng đẳng thức, từ một phương trình đơn giản, hay từ trường hợp xảy ra 
dấu bằng của một bất đẳng nào đó. Họ càng cố công cất giấu biểu thức ban đầu bao nhiêu, 
thì mức độ khó của bài toán cũng theo đó mà khó lên bấy nhiêu. Và công việc của chúng ta là 
tìm ra con đường mà người ra đề đã sử dụng. Có thể có bài toán, chúng ta đi theo một hướng 
khác tác giả, nhưng đối với một số bài toán, dường như là con đường tác giả xuất phát cũng là 
con đường duy nhất mà ta có thể sử dụng để giải quyết được bài toán. Để nhuần nhuyễn hơn, 
các bạn hãy luyện tập với các bài toán sau đây: 

Bài tập tự luyện 
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Giải các phương trình sau: 

1/ 2^ 3 ~ x = —X 2 + 8x — 14. 

o 

2 Ị ọ2aH-l 1 ọ3— 2a; _ _ 

log 3 (4x 2 — 4x + 4) ' 

3/ (x + 3) log 3 (x + 2) + 4 (x + 2) log 3 (x + 2) = 16. 
4/ e x + (a; 3 — x) ln(x 2 + 1) = e 


PHƯƠNG PHÁP BIẾN ĐỔI ĐANG thức 


Bản chất của phương pháp biến đổi đẳng thức là cố gắng chuyển đổi phương trình đã cho trở 
thành một phương trình tương đương, một phương trình hệ quả, hay một hệ phương trình, hệ 
bất phương trình mà ta có thể dễ dàng giải quyết. Thông thường, ta sẽ biến đổi đề bài về dạng 
hai vế có cùng cơ số hoặc trở thành một hằng đẳng thức quen thuộc. Chúng ta sẽ làm rõ hơn 
những điền trên bằng cách xét qua các ví dụ sau đây. 


Bài 1. Giải phương trình 2 x2 1+8 = 4 1 3x 


Giải 


© Y tưởng: Ta có một nhận xét khá thú vị: 4 là lũy thừa bậc hai của 2. Do đó, ta sẽ biến đổi 
cả hai vế về cùng cơ số 2. 

© Lời giải: 

Phương trình đã cho tương đương với: 


2 x2 ~ x+8 = 2 2 ~ 6x ox 2 -x + 8 = 2-6x^ 


X — —2 
X = — 3 


Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm là s — {—2; —3} □ 
Bài 2. Giải phương trình (x 2 — X + lỴ 2 ~ l — 1 


Giải 


Phương trình tương đương với: 


X 2 — X + 1 > 0 
X + 1 — l)(x 2 — 1 ) = 0 


( X 2 — x)(x 2 — 1 ) = 0 


X = 0 

X — ±1 


Vậy tập nghiệm của phương trình đã cho là s = {—1; 0; 1} □ 

© Nhận xét: Đối với phương trình có dạng /(x) 9 ^ — 1, đầu tiên, ta có điều kiện là f(x) > 0. 
Tiếp đến, để biểu thức f(x ) 9 ^ bằng 1, thì hoặc f(x) — 1, hoặc g(x) — 0, do đó, ta suy ra phương 

{ f 0 

[/0*0 - l \9(x) = 0 



Ị 2 3x = 5 y 2 - 4 y 

Bài 3. Giải hệ phương trình sau: < 

4 X + 2 X+1 
[ 2 X + 2 ~ y 
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Giải 


Hệ tương đương với: 


2 3x = 5 y 2 - Ay 
2 x = y 


2 x = y 

y 3 — 5 y 2 + 4y = 0 


X = 0 
y = 1 
X = 2 

y = 4 


Vậy hệ đã cho có tập nghiệm {(a;;?/)} = {(0; 1); (2;4)}D 


Bài 4. Giải phương trình 2 X + 2 X 1 + 2 X 2 — 3 X — 3 X 1 + 3 X 2 


Giải 

© Ý tưởng: Ta có ngay nhận xét là biểu thức lũy thừa chứa X giống nhau ở cả hai vế của 
phương trình. Do đó, ta sẽ có ý tưởng là rút ra phần tử chung của mỗi hai vế. 

© Lời giải: 

Phương trình đã cho trở thành: 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X — 2 □ 


X — 1 

Bài 5. Giải phương trình 5 X .8* — 500 


Giải 


Điều kiện xác định: X Ỷ 0. 
Phương trình tương đương với: 


5L2- 


3(a-l) 


5 X 3 = 

(2-- 

X — 3 = 0 

- 

1 


5.2- = 1 



1 . x—3 


3 = (-^) (5.2-)' T 3 = 1 <Ễ=> 

2 X 


Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm là s — {3; —log 5 2} □ 

^ logi (y — x) — log 4 - — 1 

Bài 6. Giải hệ phương trình sau: ^ 4 y 

X 2 + y 2 = 25 (*) 


X — 3 

X = -log 5 2 


Giải 


Điều kiện xác định: y > X]y > 0. Ta có biến đổi sau: 


log 1 (y-x)- log 4 ị = log 4 (y - x) - log 4 - = 1 

3 y y 






172 


Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


, y — X _ 3 y 

— log 4 --— = 1 X = 

y 4 

Thế vào phương trình (*) ta được: 

(?) +y 2 = 25^ l / = ±4 

Từ điều kiện đề bài, ta có y = 4, suy ra X = 3. Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất 

(x; y) = (3; 4) □ _ 

Bài 7. Giải phương trình Vo.125 = 4-Ự2 


Giải 


© Ý tưởng: Chúng ta cần chú ý rằng, nếu trong bài toán có căn thức dạng ý- thì cần phải có 

điều kiện của X là < ^ . 

ì X G N 


© Lời giải: 

( 1 

ị X ^ - s V X V 

ĐKXD: < 3 . Nhận thấy rằng các cơ số của các lũy thừa đền là lũy thừa của 2, do đó ta 

[3x e N 

sẽ biến đổi bài toán về dạng các lũy thừa của 2. 

Phương trình đã cho tương đương với: 



2x 

T 


1 

.2 2x 


1 X X 1 

= 2 2 .23 22 + 3"2Í 


7 


= 23 


X X 



1 

2x 



X = 3 



Kết hợp với ĐKXĐ, ta có phương trình này có một nghiệm duy nhất X = 3 □ 

Bài 8. Giải phương trình^ lơg^x + 1) + ^ log 8 i(g - 3) 2012 = 51og 243 [4(3; - 2)] 


Giải 

© Ý tưởng: Nhìn vào đề bài, ta thấy ngay rằng cơ số của các hàm logarit đều là lũy thừa của 
3. Do đó, ta sẽ biến đổi chúng về dạng các hàm số logarit cơ số 3. 


© Lời giải: 

ĐKXĐ: X > 2, X Ỷ 3- 
Phương trình tương đương với 


log 3 (a; + 1) + log 3 \x — 3| = log 3 (4a; — 8) (x + l)|x — 3| = (4x — 8) 
* Nến X > 3, ta có: 

X 2 — 2x — 3 = 4x — 8 o 


X = 1 (loại) 
X = 5 


* Nến 2 < X < 3, ta có: 


—X 2 + 2a; + 3 = 4a; — 


x = -1 + VĨ2 

X = —1 — \[Ỹ2 (loại) 
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Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm s — {5; — 1 + \/Ĩ2j □ 

Và để cho kinh nghiệm làm bài được củng cố thêm, các bạn hãy thử tự giải các bài toán tự 
luyện sau: 

Bài tập tự luyện. 

Giải các phương trình: 

1/ 2 X .3 X -\5 X - 2 = 12. 

2/ (x 2 - 2x + 2) VĨ ^ XĨ = 1. 

3/ 2 x2+x - 4.2 x2 ~ x -2 2x + 4 = 0 


BÀI TẬP TỐNG HỢP 

Sau đây, chúng ta sẽ cùng nhau thử sức mình với những bài toán khó hơn và hay hơn. Các bài 
toán này đòi hỏi sự vận dụng linh hoạt các kỹ năng biến đổi, đặt ẩn phụ, cũng như xét đến 
tính đơn điệu của các hàm số phụ Cần dùng đến. 

1 4x‘ 2 d" 2 r. 

Bài 1. 3x 2 + 1 + log 2ũ06 X 6 + J + Ị = tt 6 _ 


Giải 


Viết lại phương trình: 


Lưu ý rằng ( X 6 + X 2 + 1) 
Đặt a = 4x 2 + 2 ^ 2, b = 


4x 2 + 2 2 

I °^ x + + y +l = x - ix - 1 

— (4x 2 + 2) = (x 6 — 3x 2 — 1). 

X 6 + X 2 + 1 ^ 1, phương trình đã cho trở thành: 


lo g 2 006 a + a = log 2006 b + b (*) 

Xét hàm số f(x) = log 2006 X + X với X > 0, ta có: f'(x) = —— —— + 1 > 0 Vc > 0, lại do hàm 

,Jỳ 1X1 ^uuo 

/ liên tục trên (0; +oo), nên từ (*) suy ra a = b. Ta cần phải giải phương trình: 

X 6 — 3x 2 — 1 = 0 


Đặt u = X 2 ^ 0. Phương trình được viết lại: u 3 — 3u — 1 = 0. 

Đặt u = 2v => V ^ 0, ta có 4ư 3 — 3v = 1. 

’ 2 

1 

Xét g(v) = 4v 3 — 3v liên tục trên M. Ta có g\v) = 0 V = ±^. 

Ta có < 7 ( 0 ) = 0, g = —1, g( 1) = 1, do đó, phương trình chỉ có một nghiệm duy nhất 

, 7T 

Vq > 0, với Vo < 1. Đặt V = cos t với 0 < t < — , phương trình trở thành: 

1 7T 7T r 7T 

cos 3t = - => V = cos — =>■ u = 2 cos — =+ X = + \ 2 cos — 

2 9 9 V 9 


Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm là s = ị 

í / Tĩ / VT ì 

lV 2COS 9 ;_ V 9J 

í D 

Bài 2. sin 2 x.2 cos2x H—sin 2 2x + cos2t = 1 

___2__:_ 
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Giải 


Phương trình đã cho tương đương với: 


-—~ J /V'"* 2 '' + ị(l - cos 2 2x) + cos 2x = 1 


Đặt t — cos 2x, ta có: 

(1 - í)2* + 1 - t 2 + 2t = 2 ^ (1 - í) (2* + t - 1) = 0 ^ 


t = 1 


2 t + t - 1 = 0 


* Với t — 1, suy ra X = kn với k G z. 

* Xét phương trình f(t ) = 2 t + 1 — 1 = 0. 

Ta có hàm f là hàm số tăng trên M nên /(í) =0 có nhiều nhất một nghiệm, lại do /(0) 

7T klĩ 

nên suy ra t = 0 là nghiệm của phương trình /(í) = 0, suy ra X = — + -2- với fceZ. 

1 7T klT ì 

Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm 5' = {/c7r|Ẫ;GZ}U<-2- + -2-|Ẵ;GZ>n 

1 Bài 3. Giải hệ phương trình: 

yl+x-ỉ/ _|_ gl+x-y _|_ yl-x+y _ xo 1+x ~y + 10 1_a:+ỉ/ (1) 


= 0 , 


4x 2 + \/2a; + 3 = 8y + 1 


( 2 ) 


(x,ye K) 


Giải 


3 1 

Điền kiện: X ^ — ~,y > — 

7 2 ’ y 8 

Ta có bổ đề sau: Với mọi a>ò>l=^a x 4- a _a; ^ b x + 6 _a; , Va; G 
khi X = 0. Thật vậy, bất đẳng thức (3) tương đương với: 


(3), dấu đẳng thức xảy ra 


(< a x - h x ) ( 1 


a x b 1 


>0 (4) 


Nến X > 0 


a x ^ b x / 1 \ 

, . % . . =>■ (a x — 6 X ) ( 1-2— 1 ^ 0. Dấu đẳng thức xảy ra khi X — 0. 

(ab) x > 1 V cV&V 


qX ỊỷC í \ \ 

Nến a; ^ 0 ^ a x — b x ) { 1 -2— 1 V 0. Dấu đẳng tức xảy ra khi X — 0. 

(ab) x < 1 ' V 6 


Áp dụng bỗ đề trên vào bài toán, ta có: 

í 10* + 10"* > 7* + 7~* Ị 7(10* + 10-*) > 7 1+ * + 7 1 ”* 

Ịl0* + 10-* ^3*+ 3 -* ** [3(10*+ 10“*) ^3 1+ * + 3 1 “* ^ - x y 

=> 10 1+ * + 10 1 -* ^ 7 1+ * + 7 1_í + 3 1+ * + 3 1_ * 

-V, 10 1+x ~y -ị. 10 1_x+ y ^ 7 1 + x ~v _|_ yl-x+y gl +x-y _|_ gl -x+y 

Từ (1) và (5), ta có đẳng thức xảy ra, do đó t = X — y = 0 -v^ X = y. Thay vào phương trình 
(2) ta được: 

4a; 2 + V2x + 3 = 8a; + 1 

9 _ X 

4a; 2 — 6a; + : 7 = 2a; + 3 — \/2x + 3 + 

4 4 
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^(2 X -lỴ = Ịv2ĩTĩ-ịj 




2x — 1 — \J 2x + 3 
2x — 2 = —y/2x + 3 

3 + vTf 


«=>• 


X — 


X — 


4 

5- V^ĩ 


X 2 _|_ \J\~Ị 3 -ị- 'y/Tt 

Vậy HPT đã cho có hai nghiệm (x; y) — ' ————• ———— 


; (x;y) = 


(5 - y/2Ĩ 5 - VÃI 
— Ã > Ã 


□ 



Ị 2x 2 - 6xA y + 4x = 3Ả y+1 (1) 

Bài 4. Tìm số nghiệm của hệ phương trình: < 

í +3)3-1!,-21=0 (2) 


(Dề nghị OLP 30-04 THPT chuyên Lương Thế Vinh, Dồng Nai) 

Giải 

Trước tiên, ta hãy tìm các nghiệm “đẹp” (nến có) của hệ. 

Điền kiện xác định: X Ỷ — 3- Đặt t = ị y > 0, phương trình (1) trở thành: 


2x 2 — 6 tx + 4x — 121 = 0 2{x + 2)(x — 3t) = 0 


X = — 2 

X = 31 


Khi X — —2, thế vào phương trình (2), ta được 

l-\y-2\=0^ 


y = 3 

y = l 


Từ đó suy ra hai nghiệm của hệ là (—2; 3) và (—2; 1). 

Và ta đã có được hai nghiệm “đẹp”. Tiếp theo, ta sẽ đi tiếp theo con đường còn lại để tìm số 
nghiệm. 

Với X — 3 1, thế vào phương trình (2), ta có: 

1 


Ta có t = ẩ y y = log 4 1. 
Xét hàm số /(í) = 


(3í + 3) 3 
log 4 í — 2| với t > 0. 


\y — 2\ = 0 


(3/ • 3)3 

Ta sẽ tìm cách giải quyết dấu giá trị tuyệt đối này, bằng cách xét các khoảng có thể của t: 


• Với t > 16, khi đó f(t) = - log 4 1 + 2. 

Ta có f'(t) — — —— - — ——- < 0, Ví ^ 16. 

(3Í + 3) 4 Íln4 

Do đó hàm / nghịch biến trên [16; +oo). 

Mặt khác /(16) > 0 và /(64) < 0, suy ra tồn tại duy nhất số tị G (16; 64) là nghiệm của 
phương trình /(í) =0. 

Do đó, nghiệm (3íi;log 4 íi) là nghiệm thứ ba của hệ. 
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• Với 0 < t < 16, khi đó f(t) = — 2- 3 )3 + log 4 1 - 2. 

Ta có f'(t) = 4- - „ 9 „, I (3« + 3)-> r 9fln4 
1 • ’ t ln 4 (3t + 3) 4 (3í + 3) 4 .í.ln4 ■ 

Đặt g(t) — (3 1 + 3) 4 — 9íln4 với t e [0; 16). 

Ta có: g'(t) — 12(3í + 3) 3 — 91n4 và g"(t) — 12.3 2 .(3í + 3) 2 > 0. 

Do đó g'(t) đồng biến trên [0; 16), hay với mọi t thuộc (0; 16), ta có g'{t) > g'(0). Mà 
5f'(0) = 12.3 3 — 91n4 > 0 suy ra g'(t ) > 0, Ví G (0; 16) . 

Từ đây, suy ra hàm g(t) đồng biến trên [0; 16), nên g(t) > g( 0) = 81 > 0. Suy ra 
f'(t) > 0, Ví e (0; 16), hay hàm /(í) đồng biến trên (0; 16). 

Vì /(1) < 0, /(16) > 0 nên phương trình có nghiệm duy nhất í 2 thuộc khoảng (1; 16). 
Do đó nghiệm (3t 2 ; log 4 í 2 ) là nghiệm thứ tư của hệ. 


Vậy hệ phương trình đã cho có bốn nghiệm □ 

Bài tập tự luyện 

l/ ị 42/ x = 32 . (HV CNBCVT 1999) 

Uog 3 (a: -y) = 1 - log 3 (x + y) 

2/ b-!/ = (log2 !/ -log 2 ư (2 + ií/) (DHNgm thươns mg) 

ị x đ + y đ = 16 

V 2 -16 + 3 ^ + ựx 2 + 1 = ị y2 ~ 8y + 3ựỹ^Ã + ypỹ - 8y + 17 
y(x 2 — 1) — Ax 2 + 3x — 8 + ln(x 2 — 3x + 3) = 0 


4/ log 2 (Vx 2 - 3x + 2 + 1) + 


(Đề nghị OLP 30-04 THPT chuyên Nguyễn Bỉnh Khiêm, Quảng Nam) 

—x 2 +3x—1 


= 2 . 


5/ Xác định số nghiệm của hệ phương trình (ẩn X, y) san: 


(Dề nghị OLP 30-04 TPỈPT chuyên Lê Quý Dôn, Khánh Hòa) 

X 2 + y 3 = 29 


log 3 X. log 2 y = 1 
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Chương V: HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


CÁC LOẠI HỆ Cơ BẢN 
Lý thuyết 

★ Hệ phương trình đối xứng loại I: 

Hệ phương trình đối xứng loại I là hệ có dạng 

= 0 

[G(x-,y) = 0 


Trong đó F(x; y ), G(x; y ) là các đa thức đối xứng với X, y. 

Cách giải chung của hệ là đặt s — X + y; p — xy (điều kiện s 2 — 4P ^ 0). Dùng tính đối xứng 
ta đưa hệ về dạng 

ÍF!(5;P) = 0 
(G^S- P) = 0 

Tìm đươc s và p. Từ đó, theo định lý Viete đảo, X và y là nghiệm của phương trình 

t 2 - st + p = 0 

★ Hệ phương trình đối xứng loại II: 

Hệ phương trình đối xứng loại II là hệ có dạng 

[f{x\v) = 0 

\F(y,x) = 0 

Trong đó F(x; y) là một đa thức không đối xứng. 

Trừ hai phương trình vế theo vế để được F(x; ỳ) — F(y\x) — 0 (*) 

Coi X là ẩn số, y là tham số và đặt F(x; ỳ) — f(x) + g(y) ( g(y ) độc lập với x) 
thì F{y\x) — f(y) + g(x). Khi đó 

(*) ^ G(x) = f(x) + g(y) - f(y) - g(x) = 0 

Xét G(x), thay x = y thì G(y) = f(y) + g(y) - f(y) - g(y) = 0 
=> y là nghiệm của phương trình G(x) — 0 

G(x) có chứa nhân tử (x — y) theo định lý Bezont. 

Như vậy ta có cách giải hệ đối xứng loại II là: Trừ hai phương trình vế theo vế để được 

G(x; y) = (x- y).M(x ; y) = 0 
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Sau đó giải hệ trong từng trường hợp X = y và M(x; y ) = 0. 

_ ị f(x) — g(y) 

Lưu ý rằng hệ đối xứng loại II còn có dạng < và nến f(x),g(x) là hai hàm số 

\f(y) = g(x) 

đơn điện cùng chiều thì ta có thể suy ra X = y mà không cần xét M(x; y) = 0 (vì trường hợp 
này sẽ dẫn tới hệ vô nghiệm). Nhưng nến f(x),g(x) không đơn điện cùng chiều thì trường hợp 
M(x’,y) — 0 sẽ cho nghiệm. 


★ Hệ phương trình bậc hai 2 ấn: 

Hệ phương trình bậc hai 2 ẩn có dạng tổng quát 

{ a\x 2 + bixy + Ciy 2 + d\x + ei y + /i = 0 
a 2 x 2 + b 2 xy + c 2 y 2 + d 2 x + e 2 y + /2 = 0 


Trong đó Oj, bị, Cị, dị, 6 i, fi (i = 1, 2) là các tham số và X, y là ẩn số. 

Ta cùng xét một số trường hợp đặc biệt của hệ: 

a) Hệ chứa một phương trình bậc nhất: 

Ta tính X theo y hoặc ngược lại từ một phương trình, thay vào phương trình còn lại để có một 
phương trình bậc 2 một ẩn. 

b) Hệ chứa một phương trình thuần nhất bậc 2: 

Nếu một trong 2 phương trình của hệ không chứa hạng tử bậc nhất và số hạng tự do, chẳng 
hạn nến di — ei = /1 = 0 thì hệ có thể đưa về phương trình bậc hai bằng cách đặt y = tx rồi 
thay vào phương trình thuần nhất để tìm được t, từ đó thay vào phương trình thứ 2 để tìm 
X, y tương ứng. 

Phương pháp này cũng có thể áp dụng để giải hệ gồm 2 phương trình bán đẳng Cấp bậc hai: 


{ a\x 2 + bịXy + C\y 2 + /1=0 
a 2 x 2 + b 2 xy + c 2 y 2 + /2 = 0 


Vì rõ ràng từ hệ ta có thể tạo một phương trình thuần nhất bậc 2 là 


f 2 (aiX 2 + bỵxy + Cịy 2 ) - fi(a 2 x 2 + b 2 xy + c 2 y 2 ) = 0 

Trong trường hợp tổng quát, phép giải hệ bậc 2 hai ẩn sẽ dẫn đến giải một phương trình 
bậc cao 4). Nhưng với một số hệ phương trình, ta có thể đưa về hệ (*) bằng cách đặt 
x = u + a]y = v + b trong đó u, V là ẩn mới (phương pháp tịnh tiến nghiệm). Ta cần tìm hằng 
số a, b để hạng tử bậc nhất ở hai phương trình bị triệt tiên, như vậy hệ thu được là hệ đẳng Cấp. 


_\x 2 + 3y 2 + ẩxy-18x-22y + 31 = 0(l) 

Ví dụ: Giải hệ phương trình (/) < 

' _ [ 2x 2 + Ay 2 + 2 xy + 6x - 46 y + 175 = 0 (2) _ 

Giải 

© Ý tưởng: Đặt X — u + a; y — V + b ta có hệ phương trình 

ịu 2 + 4 uv + 3v 2 + u(2a + 46 - 18) + v(6b + 4 a- 22) + 4 ab + a 2 + 3 b 2 - 18a - 22Ò + 31 = 0 
1 2 u 2 + 4v 2 + 2 uv + u(4a + 2Ò + 6) + v(2 a + 86 — 46) + 2 a 2 + 4Ò 2 + 2 ab + 6 a — 16 b + 175 = 0 
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Để hệ số của u, V là 0 ta giải hệ phương trình 


2a + 46 - 18 = 0 
66 + 4a - 22 = 0 Ịa = -5 

4a + 2Ò + 6 = 0 lò = T 

2 a + 86 — 46 = 0 


© Lời giải: 

Đặt X — u — 5; y = V + 7 ta có hệ phương trình 


u 2 + 3v 2 + Auv — 1 (3) 

2 u 2 + Av 2 + 2uv = l (4) 


Hệ này có thể giải theo cách thông thường, nhưng lưu ý là trừ 2 phương trình vế theo vế ta có 


u 2 + V 2 — 2 uv = 0 <=> u = V 


Ta có hệ (//) 


8 V 2 = 1 


u — V — 


u — V — 


Vậy (I) cố nghiệm (*; y) = (p= - 5; V + 7 ) , - 5; + 7 ) □ 

Với những hệ có chứa tham số, cách giải hoàn toàn tương tự: 


Ví dụ: Tìm m để hệ có nghiệm: 


X 2 + 2 xy — m (1) 

X 2 + xy + y 2 = 1 (2) 


Ì x — m 

chỉ có nghiệm khi m — 1. 

X 2 = 1 


Nến m/1 thì y Ỷ 0) đặt X — ty ta có hệ (/) 


y 2 (í 2 + 2t) — m (1) 
y 2 (t 2 + t + 1) = 1 (2) 


Chia (1) cho (2) và quy đồng ta được t 2 + 2t = m(t 2 + t + 1) (3). 

Hệ đã cho có nghiệm (x; y) -v=> (/) có nghiệm (í; y) (3) có nghiệm t (do í 2 +1 + 1 > 0 nên từ 
đây luôn tìm được y thoả (2)). 

Viết lại (3) dưới dạng 

(m — l)í 2 + (m — 2)t + m = 0 

2 

Ta có A = 4 — 3m 2 nên (3) có nghiệm A ^ 0 \m\ ^ — 1 = 

V 3 

_ 1 2 , . , , _ . . 2 
Do m = 1 cũng thoa m V —nên ta kêt luận hệ có nghiệm m < —□ 

V3 V3 
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Hệ phương trình 3 ấn bình đắng 


Hệ phương trình 3 ẩn bình đẳng là hệ có các phương trình đền bình đẳng với 3 ẩn, nghĩa 
là khi hoán vị 2 ẩn tưỳ ý thì mỗi phương trình đều không đổi. 

Phương pháp cơ bản để giải hệ là đưa về hệ phương trình 

' 

X + y + z — a (1) 

(*) xy + yz + zx = h ( 2 ) 
xyz — c (3) 

Bằng cách dùng phép thế hoặc định lý Viete đảo, ta đưa (*) về phương trình một ẩn 


X 3 — ax 2 + bx — c = 0 



Giải 


Từ hệ phương trình ta có 

(x + y + z) 2 — (x 2 + y 2 + z 2 ) 
xy + yz + zx — --——- 

3 xyz — (x 3 + y 3 + z 3 ) — (x + y + z)(x 2 + y 2 + z 2 — xy — yz — zx) = —12 

{ xy + yz + zx = —4 

. Vậy ta đưa hệ về dạng 

XỊJZ — —4 

X + y + z — 1 (1) 
xy + yz + zx = —4 (2) 
xyz — —4 (3) 

Theo định lý Viete đảo, X, y, z là nghiệm của phương trình 

~t = 1 

t 3 -t 2 - 4t + 4 = 0o t = 2 

t = -2 

Từ đó ta tìm được nghiệm của hệ là (x; y\ z) — (1; 2; —2) và các hoán vị.D 
® Nhận xét: Định lý Viete đảo không nằm trong chương trình phổ thông, nên ta có thể chứng 
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minh lại bằng phép thế như sau: 

Từ (3) => x,y, z ^ 0 

Nhân hai vế của (2) cho X ta có 

x 2 y + xyz + X 2 Z — —Ax x 2 {y + z) — —Ax — xyz = 4 — Ax 

Nhân hai vế của (1) cho X 2 ta có 

X 3 + x 2 (y + z) = X 2 X 3 + 4 — Ax = X 2 X e {1; 2; —2} 

Sau đây ta cùng xem qua một số bài tập tổng hợp: 

Bài tập tống hỢp 

ị X 2 — y 2 — 2x + 2y = — 3 
Bài 1: Giải hệ phương trình sau < 

{y 2 — 2 xy + 2 x = —4 

Giải 


Đặt x = u + lvà|/ = u + l.Hệ phương trình tương đương: 

(u + l) 2 - (v + l) 2 - 2 (u + 1) + 2(v + 1) = -3 
(v + l) 2 - 2(u + l)(ư + 1) + 2 (u + 1) = -4 






5ư 2 — 5ư 2 = —15 
3ư 2 — 6 uv — —15 




_,2 „.2 _ o 

■u — IT = —3 
5ư 2 + 6i//e — 8ư 2 = 0 


^ < 


9 ..2 _ o 

u — V = —3 
ư 2 — 2ưư = —5 

2 „.2 _ o 

u — V = — 3 


4 

u — -V 

5 

u — —2v 


* Với u — -V Ta có: 
5 


16 o o o 25 

?■* = 3 ° 


V — 


V3 ;u V 
-5 -4 


Với u — —2v ta có 4ư 2 — ư 2 = —3 ư 2 = — 1 (vô nghiệm) 

Kết luận: Hệ có nghiệm (x; y) — (— 7 = + 1; —7= + 1 1; ( — 7 = + 1: —7= + 1 1 □ 

\Vẫ Vã J Vv Vã J 

© Nhận xét: Ngoài phương pháp tịnh tiến nghiệm, với bài này ta có thể biến đổi đẳng thức để 

tìm ra cách đặt ẩn phụ trên: 

Xét hệ phương trình tương đương: 

{x - l) 2 - (y - l) 2 = -3 f (* - l) 2 - (y - l) 2 = -3 

(y 2 — 2y — 1) — 2 (xy - y - X + 1) = -5 ^ \ (y - l) 2 - 2(x - l)(y - 1) = -5 

Từ đó ta đặt X — u + lyầy — v + 1 


Bài 2: Giải hệ phương trình sau 


X 2 — 2 xy + 2y + 15 = 0 
2x — 2 xy + y 2 + 5 = 0 
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Giải 


Đặt X = u + 1 và y = V + 1. Hệ phương trình tương đương: 

(u + l) 2 - 2(u + l)(ư + 1) + 2(v + 1) + 15 = 0 


U 2 — 2 uv = —16 


2 (u + 1) - 2 (u + l)(ư + 1) + 0 + l) 2 + 5 = 0 ^ 1 V 2 - 2 uv = -6 




* Với u = ta có: 
o 




/ r 

Ị 3 u 2 — 6 uv — —48 

3ư 2 + 10 uv — 8 v 2 = 0 


, ^ < 



[ 8ư 2 — 16m> = —48 

V 2 — 2 uv — —6 

- 



V 2 

\ 


2 

u - -V 
u — —Av 
V 2 — 2 uv — —6 


V — = — 6 V — 18 

ó 


V = 3 V 2 

V = - 3 V 2 


* Với V — 3y/2 u — 2 Ự 2 
& Với V — — 3\/2 <=> u — —2\Ỉ2 

Với u — —4ư.Ta có: V 2 + 8ư 2 = —6 -vt> 9ư 2 = —6 (vô nghiệm) 

Kết luận: Hệ có nghiệm (x; y) là (2v^2 + 1; 3^/2 + 1 ) ; {—2\[2 + 1; — 3\f2 + 1 ) □ 


Bài 3: Giải hệ phương trình sau: 


X 2 + y 2 = 8 — X — y 
xy(xy + X + y + 1) = 12 

Giải 


© Ý tưởng: Nhận thấy vai trò của X và y là như nhau nên ta sẽ cố gắng phân tích rồi đặt ẩn 
phụ để đưa hệ về dạng đối xứng loại 1. 

© Lời giải: 

Hệ phương trình tương đương: 

X 2 + X + y 2 + y = 8 í (x 2 + x) + (y 2 + y) = 8 

(/) < 

xy(x + l)(y + 1) = 12 1 ( X 2 + x)(y 2 + y) = 12 


Đặt X 2 + X = a và y 2 + y = b. Hệ (I) trở thành 


a + b = 8 
ab — 12 


Như vậy a, b là nghiệm của phương trình bậc hai 

X 2 - 8 X + 12 = 0 


X = 2 
X = 6 


* Với a — 2 ta có: 


Với a — 6 ta có: 


X 2 + X — 2 = 0<tt> 


X 2 + X — 6 = 0<tt> 


X — 1 

X = —2 

X — 2 
X — —3 
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Tương tự giải với b = 2 và b = 6 

Kết luận: Hệ có nghiệm (x;y) là (1; 2); (1; —3); (—2; 2); (—2; —3) và các hoán vị. □ 


Bài 4: Giải hệ phương trình (*) 


X 3 + 1 = 2(x 2 — X + y) 
y 3 + 1 = 2 (y 2 - y + x ) 


, X 3 — 2x 2 + 2x + 1 = 2y 

Ta có (*) < > < 

1 y 3 — 2 y 2 + 2y + 1 = 2x 

Nhận thấy f(t) — t 3 — 2t 2 + 2t + 1 có f(t) = 3t 2 — 4t + 2 > 0 Ví nên f(t ) đồng biến trên M. 
Nến X > y =>■ 2x > 2y =$■ f(y) > f(x) =>■ y > X (mâu thuẫn). Tương tự với X < y. Vậy X — y. 
Ta có hệ tương đương 


Ì x — y 

. 

xc |l;^-^ 


1,S „A „^. -ì \ { 1 + A 1 + A ! 1 — y/5 1 — 

Vậy hệ có nghiệm (x; y) = (1; 1), ( ; ), (— 2 » —ỷ—) □ 

© Nhận xét: Ta cũng có thể giải bài trên bằng biến đổi sơ cấp. Nến trừ hai phương trình vế 
theo vế ta sẽ được 


(x — y){x 2 + xy + y 2 — 2 x — 2 y + 2) = 2 (y — x) 


X = y 

X 2 + xy + y 2 — 2{x + y) + 4 = 0 


Xét trường hợp X 2 + xy + y 2 — 2(x + y) + 4 — 0: 

X 3 — 2x 2 + 2x + 1 , 

Thay y =-—-ta có phương trình bậc 6 theo x: 

X 6 - 4x 5 + 10x 4 - 14x 3 + 16x 2 - lữx + 13 = 0 

(x 6 — 4x 5 + 4x 4 ) + (6x 4 — 14x 3 + lCte 2 ) + (6x 2 — lCte + 13) = 0 


X 6 — 4x 5 + 4x 4 — x 4 (x — 2) 2 ^ 0 
Phương trình trên vô nghiệm do 6x 4 — 14x 3 + lCte 2 > 0 

6x 2 — 10.X' + 13 > 0 

Như vậy so với biến đổi sơ Cấp, cách dùng đạo hàm khiến lời giản đơn giản hơn nhiều, nhất là 
trong những bài hệ phương trình mũ - logarit. 
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—2 . —2 

Từ đó suy ra X, y > —-. Xét hàm số f(t) — 2 t +3 t có f(t) — 2 X . In2+3G In 3 > 0 Ví G (—+oo) 
o o 

—2 

Vậy hàm số /(í) đồng biến trên (—+oo). Suy ra X — y. Ta có hệ tương đương 

ó 

Í x = y 

2 X + 3 X = 3x + 2 (*) 

Xét g(t) — 2* + 3* — 3x — 2, ta có g" (t) — 2 t . In 2 2 + 3*. In 2 3 > 0 nên g'(t) = 0 có tối đa 1 nghiệm, 
suy ra g(t) = 0 có tối đa 2 nghiệm. Như vậy (*) chỉ có 2 nghiệm X = 1 và X = 0. 

Kết luận: Hệ có nghiệm (x\y) — (0; 0), (1; 1) □ 


Bài tập tự luyện 

1) Giải hệ phương trình 


X 2 + 2 xy + 3 y 2 — 2x — 10 y — 0 


2x 2 + 2 xy + y 2 — 2y = 0 


2) Giải hệ phương trình 

3) Tìm m để hệ có nghiệm: 


2x 2 + 3 xy + y 2 — 9x — 6y = 6 
X 2 + xy + 2 y 2 — 3x — 12 y + 10 = 0 
3x 2 + 2 xy + y 2 = 11 
X 2 + 2 xy + 3 y 2 = 17 + m 


HỆ PHƯƠNG TRÌNH HOÁN VỊ 
Lý thuyết 

Hệ phương trình hoán vị là hệ có dạng: 



San đây là một số định lý tổng quát về hệ hoán vị: 

★ Định lý 1 : Nếu hai hàm số f(x),g(x) cùng tăng trên tập A và (xi,X2, x n ) là nghiệm của 
hệ (trong đó Xị G A,i — 1 , n) thì Xi — x 2 — ■■ — x n 
® Chứng minh: Không giảm tổng quát giả sử Xị = max(xi,T 2 , ,-.,x n ) 




Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


185 


★ Định lý 2 : Nếu hàm số f(x) giảm và g(x) tăng trên tập A và (xi, x 2 , ..., x n ) là nghiệm của 
hệ (trong đó Xị e A, i — 1 , n) thì với n lẻ, Xị — x 2 — .. — x n . 

® Chứng minh: Không giảm tổng quát giả sử X\ — max(xi, x 2 . ...,x n ). 

=>■ Xi ^ x 2 =>■ f(x i) < f(x 2) =>■ g(x 2) < g(x 3) ^ x 2 ^ x 3 ^ ... =>■ x n ^ Xi 
=> f(x n ) < /(xi) => Xi ^ £2 => Xi = x 2 => Xi = £2 = ... = x n □ 


★ Định lý 3 : Nếu hàm số f(x) giảm, g(x) tăng trên tập A và (xi, x 2 , ...,x n ) là nghiệm của hệ 
(trong đó Xi G A,i = 1, rì) thì với n chẵn, Xị — x 3 — .. = X n -1 hoặc x 2 — Xị — ... — x n 
® Chứng minh: Không giảm tổng quát giả sử Xị — max(i 1 ;x 2 ; ■■■]x n ) 

=► Xí ^ x 3 =» f(xi) < /(x 3 ) => ^(x 2 ) < ớ(^4) => 2:2 ^ x 4 
=> f(x 2 ) > /(^ 4 ) => 0 (^ 3 ) ^ ớ(^õ) => £3 ^ => ... 

=>■ f(x n - 2 ) ^ f(x n ) =>■ g(x n -i) ^ ỡ(xi) =>■ ^n -1 ^ £1 

=> /(®n- 1 ) < /(®l) =*> ớ(^n) ^ 0 (^ 2 ) X n ^X 2 


Vậy ta có 


{ 2h ^ £3 ^ ••• ^ ^n-1 ^ ị Xi = £3 = ... = £ n _i 

. z z z - l. ** 1 _ D 

£2 ^ £4 ^ ... ^x n ^ x 2 \x 2 = x 4 = ... — x n - 2 


Trong giải toán, ta thường gặp hệ hoán vị 3 ẩn, trong đó đa phần có thể giải bằng nguyên lí 
cực hạn. Bài viết này cũng đề cập đến một số hệ đặc biệt, có thể giải bằng cách biến đổi các 
phương trình, dùng bất đẳng thức hoặc lượng giác hoá. Sau đây là một số bài tập ví dụ. 


Bài tập ví dụ 



2 x{y 2 + 1) = y(y 2 + 9) 

Bài 1: Giải hệ phương trình (/) < 

2 yự + 1) = z(z 2 + 9) . 


2 z(x 2 + 1) = x(x 2 + 9) 


X — 


Hệ phương trình tương đương ly — 


z = 


Xét hàm số f(t) — 


t(t 2 + 9) 


Giải 

y(y 2 + 9) 

2 (y 2 + 1) 

zự + 9) 

(z 2 +1) 
x(x 2 + 9) 
(x 2 + 1) 


(t G M). 


2(í 2 + 1) 

— 4:t^ + 9 x 

Ta có f'(t) = 2^2 IÝ > e ®0- Suy ra hàm số f(t ) đồng biến trên 

Không mất tính tổng quát, giả sử X — max{x; y, z}. 

=>x^y=> f(x) ^ f(y) ^z^x^z = x^ f(x) = f(y) 

Thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta có: 


2x ỏ + 2x = x đ + 9x x đ — 7x = 0 


x = y=>x = y = z. 
X = -VỸ 

X = 0 

X — Vĩ 
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Vậy hệ phương trình có ba nghiệm (x;y;z) là (—\/7;—\/7; —vỴ); (0; 0; 0) và (Vĩ',Vĩ',Vĩ)- □ 

© Nhận xét: Bài 1 cho ta cái nhìn sơ lược về nguyên lí cực hạn trong hệ hoán vị. Ta cũng có 
thể tổng quát bài trên như sau: 

Bài l*:(01ympic 30-4-2009) 

í 2 x(y 2 + a 2 ) = y(y 2 + 9a 2 ) 

Giải và biện luận theo tham số a hệ phương trình < 2 y(z 2 + a 2 ) = z(z 2 + 9a 2 ) 

1 2 z(x 2 + a 2 ) = x(x 2 + 9a 2 ) 


7 

Bài 2: Giải hệ phương trình: (//) < 

y 3 — 6x 2 + 12x — 8 = 0 
z 3 — 6 y 2 + 12 y — 8 = 0 

X 3 — 6z 2 + 12 z — 8 = 0 

ựĩ)** 

Giải 

y 3 — 6x 2 — 12x + 8 (1) 

< z 3 = 6 y 2 -12y + 8 (2) 

X 3 = 6z 2 — 12z + 8 (3) 


Không giảm tổng quát giả sử X — max{x; y; z}. 

Ta có y 3 — 6(x — l) 2 + 2 ^ 2 =4» y > 1. Chứng minh tương tự có x,y, z > 1. 

Xét f(t) — 6 1 2 — 12 1 + 8; f(t) — 12 1 — 12 > 0 Ví > 1 =4» f(t) đồng biến trên (1; +oo) 

Ta có X ^ y =>■ f(x) V f(y ) /(y) V /(^) z 3 ^ X 3 

=^x^y^z^x^x = y = z. Khi đó: 

( n )^{ „ o ^x = y = z = 2 

1 X 3 = 6x 2 — 12x + 8 

Vậy (//) có nghiệm (x;y;z) — (2; 2; 2) □ 

© Nhận xét: ở bài này ta thấy /(í) không đơn điện, khác với bài 1. Do đó phải có thêm nhận 
xét x,y,z > 1. Đây chính là mấu chốt của bài toán. 

Sau đây ta sẽ đến với một cách nhìn mới về nguyên lí cực hạn. Thay vì đánh giá X, y, z riêng 
lẻ, ta sẽ đánh giá những biểu thức hoán vị của X, y, z là X + y, y + z, z + x: 


Bài 3: (VMO 2006) Giải hệ phương trình ựII) < 

X 3 + 3x 2 + 2x — 5 — y 
y 3 + 3 y 2 + 2y — 5 = z 


z 3 + 3^ 2 + 2z — 5 = X 

k. 


Giải 

Ta cùng xem qua 2 cách giải của bài toán. 


* Cách 1: 

Cộng 3 phương trình của hệ ta có: 

X 3 + 3x 2 + X — 5 + y 3 + 3 y 2 + y — 5 + z 3 + 3 z 2 + z — 5 = 0 

(x — l)(x 2 + 4x + 5) + (y — 1 )(y 2 + 4y + 5) + (z — 1 )(z 2 + Az + 5) = 0 
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Nếu X > 1 =>■ z 3 + 3 z 2 + 2z — 5 > 1 => (z — l)(z 2 + 4:Z + 6 ) > 0 =>■ z > 1. 

Lại từ z > 1, lập luân tương tự suy ra y > 1. Khi đó: 

(x — l)(x 2 + 4x + 5) + (y — 1 )(y 2 + 4y + 5) + (z — 1 )(z 2 + 4z + 5) >0 (vô lý) 


Tương tự, nếu X < 1 ta suy ra y < 1, z < 1 cũng suy ra điều vô lý. 
Vậy X = y = z = 1 chính là nghiệm của hệ phương trình. □ 


Cách 2: 

Ta có: 


( 


(///) < 


(x + l) 3 

(y + 1) 3 
(z + i ) 3 


= y + X + 6 (1) 
= z + y + 6 (2) 
= X + 2 + 6 (3) 


Không giảm tổng quát giả sử X — max{x; y; z}. 

=>■ rr + z ^ y + 2 =>■ (z + l) 3 ^ (y + l) 3 =>■ £ ^ y =>■ X + z ^ X + y =>■ (z + l) 3 ^ (x + l) 3 
=>z^x=>z = x=>x + y = y + z=>(x+l ) 3 = (y + l) 3 =>x = y 
Khi đó: 

, _ \ X — y — z 

(///) <í=> < ^ X = y = z = 1 

1 X 3 + 3x 2 + X — 5 = 0 

Vậy (///) có nghiệm (x; y; z) = (1; 1; 1) □ 

© Nhận xét: Cách 1 là phương pháp dùng bất đẳng thức, sẽ được đề cập sau. Xét cách 2, 
ta thấy việc đánh giá X + y,y + z, z + X rõ ràng có lợi thế của nó. Ta vẫn có thể so sánh 
X + y,y + z, z + X dựa vào mối quan hệ hoán vị giữa x,y, z nhưng vế trái của (1), (2), (3) đã 
trở nên rất đẹp. Ta cùng xét một bài tương tự: 


Bài 4: Giải hệ phương trình ựv) < 

X — 3y 3 + 2y 2 (1) 

y = 3z 3 + 2z 2 (2) 
z — 3x 3 + 2x 2 (3) 

V 


Giải 

Ta có 

ịx + y = 3 y 3 + 2 y 2 + y 


ỰV) & { 


y + z = 3z 3 + 2z 2 + z 
z + X = 3x 3 + 2x 2 + X 


Không giảm tổng quát giả sử X — max{x; y; z}. 

Xét /(í) = 3í 3 + 2 1 2 + t ta có /'(í) = 9t 2 + 4í + 1 > 0 =>• f(t) đồng biến trên M 

Lại c óx + y^y + z=> f(y) ^ f(z) ^zy^z=>x + y^x + z=> /(y) ^ f(x) =>■ y ^ X 

=> y = x => f(y) — f(x) =ì?x + y = x + z=zy = z 
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Vậy 


(IV) « 


( X — y — z 
3x 3 + 2x 2 — X = 0 




X — y — z 
X e {0; -1; ị} 


Vậy (IV ) có nghiệm (x; y, z) = (0; 0; 0), (-1; -1; -1), 


111 

3’ 3’ 3 


□ 


© Nhận xét: Câu hỏi đặt ra là: khi nào ta phải xét (x + y, y + z; z + x)7 Mấu chốt ở đây 
chính là ta cần xây dựng một hàm đơn điệu trên miền xác định. Nếu để nguyên (IV), ta xét 
f(t) — 3í 3 + 21 2 thì f(t) — 9 1 2 + 4 1 có nghiệm t = 0 nên /(í) có thể đổi chiều đơn điệu. Từ đó 
ta nghĩ tới việc biến đổi các phương trình. 

Để có một hàm đơn điệu, ta sẽ cộng hai vế của (1) cho ky, tương tự với (2) và (3): 


ị X + ky = 


(IV) ^ { 


y + kz = 


z T kx = 


3 y 3 + 2 y 2 + ky 
3z 3 + 2 z 2 + kz 
3x 3 + 2x 2 + kx 


_ . 4 

Khi đó ta xét f(t) — 3t 3 + 2 1 2 + kt có f(t) — 9 1 2 + 4 t + k. Ta cần f(t) > 0 Ví, nghĩa là k > ^ 

9 

Nhưng số k còn phải đảm bảo ta vẫn có thể so sánh VT của (1), (2) và (3). Dễ thấy hằng số 

ị 9t 2 + At + 1 > 0 Ví 
tốt nhất là k — 1. Khi đó ta có < 

ịx+y^x+z^y+z 

Từ đó ta đi đến lời giải như trên. 



X = 2y 2 — 1 (1) 

Bài 5: Giải hệ phương trình (V) < 

y = 2z 2 -l (2) 


z = 2x 2 -1 (3) 

k___ 


Giải 


Không giảm tổng quát giả sử X — max{x; y, zj. 
(3) =>• 2x 2 — 1 = z ^ X =ì> V -1' V 1 

27T 

Đặt X — cos t (t G [0; ^-]) 

(3) ^ z = 2 cos 2 1 — 1 = cos 2 1 

(2) y = 2 cos 2 2t — 1 = cos 4í 

(1) X = 2 cos 2 4í — 1 = cos 8í 

Ẵ;2vr Ẵ;27T 

cos t — cos 8 1 <=> t = — V t = - 77 — (Ẫ; G z) 


oí ẽ < 0; 


7 _ 

27T 47T 27T 27ĩ 47T 

y ; y ; y ; y ; y 


9 

(do í e 


0 ;V 

3 


/ 27Ĩ 47ĩ 87ĩ 

Vậy (VJ) có nghiệm (x; y, z) = (1; 1; 1) ; ( cos y; cos y; cos y 

27T 47T 87ĩ\ . 

cos —; cos —; cos — và các hoán vị. □ 

7 7 7 / 


-1 -1 -1 

y ’ y ; y 


© Nhận xét: Phương pháp lượng giác hoá Cần sự khéo léo và hiểu biết rõ về công thức lượng 
giác. Như ở bài 5, từ X — 2y 2 — 1 làm ta nhớ đến công thức Cơs2í = 2cos 2 í — 1, do đó ta mới 





Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


189 


đặt X — cos t. Ta xét tiếp Bài 6: 


X 2 = y + 2 (1) 

Bài 6: Giải hệ phương trình (VI) < 

y 2 = z + 2 (2) 


z 2 = x + 2 (3) 

< 


Giải 


Không giảm tổng quát giả sử X = max{x; y\ z}. 
=> X 2 = y + 2^x + 2=>—l^x^2. 

Đặt X — 2cos t (í G 0; — ). 

(1) y = X 2 — 2 = 2(2 cos 2 1 — 1) = 2 cos 2 1 

(2) 43- z = y 2 — 2 = 2(2 cos 2 2t — 1) = 2 cos 4í 

(3) 4=> £ = £ 2 — 2 = 2(2 cos 2 4í — 1) = 2 cos 8í 

cos t — cos 8 1 <=> t = —z— V t — (.k G Z) 


7 


9 


í 2tt 

47Ĩ 

2tt 

2tt 

4-7T 1 

> do te 

2tt1 

ị 0: —: 



7 ’ 


0: — 

\ 9 ’ 

9 ■ 

3 : 


’ 3 


< > / e 

( 9 9 3 7'7J L ' 3 J 

/ 2tt 4tt 8iĩ \ 

Vậy (VJ) có nghiệm (aj; ĩ/; 2 í) = (2; 2; 2); í 2 cos y; 2 cos y; 2 cos y Ị ; (-1; -1; -1); 

2 tt 47T 87ĩ\ . 

2 cos —; 2 cos —; 2 cos — và các hoán vị. □ 

7 7 7 / 

© Nhận xét: Bài 6 rõ ràng cần sự khéo léo. Nến đặt X — sin í; cos t hay tan í thì biểu thức X 2 — 2 
không liên quan trực tiếp đến công thức lượng giác nào, nhưng để ý rằng 
(2cosí) 2 — 2 = 2(2cosí — 1) = 2cos2í. Vì vậy ta phải đặt X = 2cos t. 



7 

x 4 y — 6 x 2 y + 4x 3 — 4x + y = 0 

Bài 7: Giải hệ phương trình (VII) < 

y 4 z — 6 y 2 z + 4 y 3 — 4y + z = 0 

Z 4 X — 6 Z 2 X + 4 z 3 — 4z + X = 0 

k. 


Giải 


© Ý tưởng: Đần tiên ta biến đổi 


y= !* 

(VII) { z = 


4x — 4x 3 


£** — 6x 2 + 1 
4 y — 4 y 3 


X — 


y A — 6 y 2 + 1 
4z — 4 z 3 

z 4 — 6 z 2 + 1 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


Ta thử xét đạo hàm của /(í) = 


4 1 - 41 3 
í 4 - 6í 2 + 1 


Dễ thấy 




Đến đây, nếu chưa nhận ra vấn đề thì ta sẽ có nhận xét X — y — z 
=T (VII) có nghiệm (x;y;z) = (0; 0; 0); (\/3; v^; \/3); (— \/3;-\/3; — \/3). 
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Thực ra ở đây ta đã mắc một sai lầm rất tinh vi là hàm f(t) chỉ đồng biến trên từng khoảng 
xác định chứ không đồng biến trên miền xác định (ví dụ /(2) = — > /(3) = — )■ Vì vậy 

bài 7 không thể dùng hàm đơn điệu. Theo ý tưởng ở trên, ta nghĩ tới phương án 2: lượng 
giác hoá. 

Nhìn vào phân thức, ta thường nghĩ tới công thức về tan. Để ý rằng /(tana) = tan4a do đó 
ta đặt X = tana. 


© Lời giải: 

ĐKXĐ: x,y,z Ỷ 1 i v^3 =h 2y/2 

7T 

Đặt X — tan a (a G [0; ĩĩ) A a Ỷ 2 ) 

Từ (1), (2), (3) ta tính được: y — f(x) — tan4 a',z — f(y) — tanl6a;x = f(z) — tan64a 

Ả/7T 

=>■ tana = tan64a -v^ a = -V- (k — 0, 62) 

63 

Vậy (VII) có nghiệm (x;y;z) — (tana;tan4a;tanl6a) với a — ^V,Ẵ; = 0; 62 
© Nhận xét: Nguyên lí cực hạn thường được dùng trong các bài hệ hoán vị nhưng không còn 
tác dụng với những bài đặt lượng giác. Nến xét hàm đơn điệu theo cách đầu tiên thì ta đã làm 
mất 60 nghiệm của hệ! 



X 3 — 3x = y (1) 

Bài 8: Giải hệ phương trình: (VIII) < 

y 3 — 3y — z (2) (HSG Thái Bình 2009) 


z 3 — 3z = X (3) 

Từ hệ phương trình suy ra: (x 3 — 3x) 3 

Giải 

13 r „ , 1 

— 3(x 3 — 3x) —3 (x 3 — 3x) — 3(x 3 — 3x) — X. 


Đây là phương trình đa thức bậc 27 nên có nhiều nhất 27 nghiệm. Do đó hệ đã cho có nhiều 
nhất 27 nghiệm. 

Xét X G [—2; 2]. Ta sẽ chứng minh hệ có 27 nghiệm trong trường hợp này, do đó không cần xét 
các trường hợp còn lại. 

Đặt X = 2 cosí (t G [0; 7ĩ]). Khi đó ta có: 


(1) y — 2 cos 3 1 
< (2) z — 2 cos 9 1 
(3) -v^ X = 2 cos 27 1 


=4>cos27 t = cos t -v^ 


* \ 3 (Vĩ) 

i t=k ủ 


Với t = /ủ^(A: G Z), do t G [0; lĩ} nên k nhận các giá trị 0;1;2;... ;12;13. 

Với t — k—(k G Z), do t G [0; 7r] nên k nhận các giá trị 0; 1;2;... ;12;13;14. 

Nghiệm của hệ ứng với t = 0 và . t = 7T ở cả hai trường hợp trùng nhau nên hệ có 27 nghiệm 

/ kiĩ k37ĩ k97ĩ\ ———— v 

phân biệt là Ị 2 cos —; 2 cos ——; 2 cos —— 1 với k — 0,13 và 

\ -Lo -Lo -Lo J 

kn k37T k97t\ —— 

2 cos ——; 2 cos ——; 2 cos —— với k — 1,13 □ 

14 14 14 7 

© Nhận xét: Mấu chốt của lời giải chính là nhận xét hệ có tối đa 27 nghiệm, khi đó không cần 
xét các trường hợp còn lại. Thật ra ta vẫn có thể xét thêm trường hợp x,y,z G (—oo; —2) và 
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x,y, z G (2; + 00 ), khi đó hàm số f(t) 

— t 3 — 3t là hàm đơn điệu. 

Tiếp theo ta cùng xem qua một số bài hệ hoán vị giải bằng Bất đẳng thức: 


^ 2 

X + X — 1 — y 

Bài 9: Giải hệ phương trình (IX) < 

y 2 + y- 1 = Z 
z 2 + z — 1 = X 


Giải 


Ta cùng xem qua 2 cách giải cho bài toán: 


* Cách 1: 

Không mất tính tổng quát giả sử: X — min {re; y\ z} 

X 2 — 1 — y — x^o^ịxị^l 

z 2 — 1 = X — z ^ 0 => \z\ ^ 1 => pỵl ^ y 2 + y — 1 ^ 1 => 0 ^ y 2 + y ^ 2 => y e [—2; —1] u [0; 1]. 

* Nếu x>0=>z^x^l=>z = x = l=>y = l 
X < — 1 => z 2 + z — 1 ^ — 1 =>• z G [0; 1] 

X ^ — 1 =4» x(x + 1) ^ 0 =>■ y ^ — 1 

* Nếu y = — l=>x = y = z = — 1 

* Nếu y > —1 :=^- y G [0; 1] 

2 1 „ í 1 . 5 f Võ - 1 

Ta có: l 4 => l ^ y ^ 2 

y 2 + y — 1 = Z^0 


* Nếu a; < 0 


=>■ \xyz\ < 1 (*). 

-l^z^0 

Mà xyz(x + 1 )(y + l)(z + 1) = (x 2 + x)(y 2 + y)(z 2 + z) — (x + l)(y + 1 )(z + 1) 

*• Nếu (x + l)(y + l)(z + 1) =0 thì X — y — z — —1 
* Nếu (x + l)(y + l)(z + 1) Ỷ 0 thì xyz — 1 (sai do (*)) 

Vậy hệ có nghiệm (x; y; z) — (1; 1; 1), (—1; —1; —1) □ 


* Cách 2: 

Cộng vế theo vế ta có: X 2 + y 2 + z 2 — 3 

Ỉ x(x + 1) = y + 1 

2/(2/ + 1) = z + 1 
z(z + 1) = X + 1 
Nếu X — —1 ^ y — z — —1 

Nếu x,y,z Ỷ — 1 thì nhân vế theo vế, ta được: xyz — 1 
Lại có: 3 = X 2 + y 2 + z 2 ^ 3 ựx 2 y 2 z 2 — 3 ^ X 2 — y 2 — z 2 
nghiệm (x; y; z) = (1; 1; 1), (-1; -1; -1) □ 


— l^x — y — Z = 1 Vậy hệ có 



7 

X 3 — 2x — 2 = y 

Bài 10: Giải hệ phương trình (X) < 

y 3 — 2y — 2 = z 


z 3 - 2z - 2 = X 

k_ 


Giải 
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Hệ (X) tương đương với 

'(x-2)[(x+l) 2 + l} = y-2(l) 
< (y — 2)[(y + l) 2 + 1} = z — 2 (2) 
(x - 2)[(z + l) 2 + 1} =x-2 (3) 


Để ý rằng < 


(1) =>\x-2\^\y-2\ 

(2) =>\y-2\>\z-2\ 

(3) =>\z-2\^\x-2\ 


\x — 2\ — \y — 2\ — \z — 2\ 


Ta cũng có X — 2, y — 2, z — 2 cùng dấu ào ảố X ’s- 2 — y — 2 — z — 2 ^ X — y — z 


Vậy (X) trở thành 


X — y — z 
X 3 — 3x — 2 = 0 




x — y — z — — 1 
X — y — z — 2 


Kết luận: Hệ phương trình có nghiệm (x; y; z) = (—1; —1; —1), (2; 2; 2) □ 



4x 2 — 3x + 1 = y 

Bài 11: Giải hệ phương trình (XI) < 

4 y 2 + y + 1 = 5z 


4 z 2 — z + 1 = 3x 

\ 


Giải 


Viết lại hệ phương trình dưới dạng 


(XI) e 


(2x — l) 2 = y — X 
(2 y - l) 2 = 5(z - 
(2z-l) 2 = 3(x- 


í £ — y ^ 0 


ỉ/) =* { 


y- z^0 


*) 


z — X ^ 0 


X = y = z 


. . X — y — z 1 

Vậy (V) ^ { ^x = y = z= ị 

4x 2 — 4x + 1 = 0 2 

Kết luận: Hệ có nghiệm duy nhất X = y = z = - □ 


© Nhận xét: Tổng quát hơn, ta có thể giải hệ phương trình 


với m, n, p là các số lẻ và a, /3,x ^ 0 


í [/(t)] 2 = (y - xỴ.a 
1 ư(y)} 2 = (z- y) m -p 

{ ịf(z)] 2 = (x- z) n .ỵ 



V3 , , 

Xi = --- COS(7 ĨX 2 ) 

y 

Bài 12: Giải hệ phương trình (XII) < 

x 2 = ^~ COs(7TX 3 ) 

( Olympic 30-4-2007) 

x 3 = 27- cos(7nr 4 ) 
y 


\/3 , , 

Xị — —— cos(7nri) 

s _9___ 


Giải 
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Ị 

Từ hệ phương trình ta có \xì\ ^ -yy- < y- (i = 1,4) 

9 2 

7T 7T 1 7r 

< ĩĩXị < — =>■ 0 < cos(ĩTXi) ^l=^ 0 <£j< 7 =^ 0 < 7TXj < 77 
2 2 v l ’ 2 2 

Không giảm tổng quát, giả sử X\ — max{xi; X 2 \x 3 \Xị\ 
y/3 y/s 

=> Xi ^ x 3 =ĩ> cos(7nr 2 ) ^ cos(7nr 4 ) 7TX2 ^ ĩTXị => x 2 ^ Xị 
9 9 

Vs , , a/3 _V _ _ 

-Ẹ- cos(7nr 3 ) ^ -Ẹ- cos(7n£i) 7nr 3 ^ 7TXi => x 3 Xi => x 3 = Xi 

Khi đó suy ra X 2 — Xị. 

Xét hàm số f(x) = X + cos(nx) với X £ ^0; 

Ta có: f'(x ) = 1 — --- 7 rsin( 7 ra:) ^ 1 — -ýr-Tt > 0 . Suy ra hàm số f(x) đồng biến trên Ị 0 ; 7 - Ị. 

h/ \ Zj J 

V3 _, . V3 , . 

Lại có: Xi + Xị = X\ + X 2 ^ Xi + —— cos(7nri) = x 2 + —— cos( 7 nr 2 ) 

9 9 

=> X\ = x 2 (do hàm số f(x) đồng biến). 

x/3 

Do đó: Xi = X 2 = x 3 = X 4 => Xi = --- cos( 7 nri) cos( 7 nri) — 3\/3xi — 0 

9 

Xét hàm số g(x) — cos( 7 rx) — 3\/3x với X £ ^0; 

Ta có: g'(x) — — 7 rsin( 7 nr) — 3\/3 < 0 \/x £ ^0; . Vậy hàm số g(x) nghịch biến trên khoảng 

1 \ 


Do đó phương trình g(x) = 0 có nhiều nhất 1 nghiệm trên đoạn này. 

Mặt khác, g(-z) — 0 nên phương trình g(x) = 0 có nghiệm duy nhất X — 77 
6 , 6 

_ . _ / 1 1 1 \ 

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất là - □. 

V 6 6 6 / 



X = (ỉ/ — l) 2 


y = (z - l) 2 

Bài 13: Giải hệ phương trình (XIII) < 



z = (t-l ) 2 


t=(x-l ) 2 


Giải 


Giả sử X — min {x] y\ z; t}. Từ hệ phương trình ta suy ra X, y,z,t > 0. 

* Trường hợp 1: 0 < X ^ 1 

=*► -1 < X - 1 < 0 =» 0 < (x - l) 2 < 1 => 0 < t < 1 => 0 < (í - l) 2 < 1 

^0<z^l^0^(z-l) 2 <1^0<í/^l. 

Vậy ta có: 0 < X, y, z, t ^ 1. 

Khi đó, t suy ra (t — l) 2 ^ (y — l) 2 ^ y ^ t => (z — l) 2 ^ (x — l) 2 

=>• X ^ z =>• (y — l) 2 ^ (í — l) 2 =>- t ^ y. 

Từ đó suy ra: X — z, y — t. 
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Từ hệ phương trình ta có: 


X = (y- lý 
y = (x-lý 


3 + Võ ,, .N 
X = y = V > 1 (loại) 


X = y = 
X = 0 

y= 1 

X — 1 

y = 0 


2 

3-Võ 


Trường hợp 2: a; > 1 

=> x,y, z,t > 1. Khi đó ,từ y ^ X suy ra (z — l) 2 ^ (y — l) 2 =>■ z ^ y 

=>• (t — l) 2 ^ (z — l) 2 =>• t ^ z =>■ (x — l) 2 ^ (í — l) 2 =>- £ ^ t. Suy ra: X — y — z — t. 

Từ hệ phương trình suy ra: 


X = (x — 1Ỵ 


X = 


X — 


3 +Võ 

2 

3-Võ 


< 1 


Vậy hệ phương trình có các nghiệm là (x; y; z; t ) = 

V-V5 3-Võ 3-V5 3-Võ 


'3 + V 5 3 +Võ 3 +Võ 3 + V5 N 

o ’ o 5 o ’ o 


;(0;1;0; 1); (1; 0; 1; 0) □. 



7 2 

aq + £1 — £2 — 1 = 0 

Bài 14: Giải hệ phương trình (XIV) < 

£9 + £2 - £3 - 1 = 0 

. (Olympic 30-4-2011) 

£3 + £3 — £4 — 1 = 0 


£4 + x 4 — Xi — 1 = 0 


Giải 

Không giảm tổng quát giả sử X\ — min{xi; x 2 ', x 3 , £4}. 
Xét /(í) = t 2 + t — 1. Hệ phương trình tương tương 


f(xi) = x 2 
f(x 2) = x 3 
f(x 3) = x 4 
f(x 4 ) = X 1 


1 

Hàm số /(í) tăng trên khoảng (—V +00), giảm trên khoảng (- 

15 2 5 _ 

f(t) > f(-p = 4 vt e K nên Xi > -Ị Vi = 1,4. 

* Nếu £1 ^ —^: 

, x * > -4 1 

Ta có: < 1 _11 r =^£4 >-5- 


-00; -^) và 
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Lập luận tương tự ta cũng có: x 2 ,x 3 > — E 

Do Xi ^ x 2 => f(x i) ^ f(x 2 ) => x 2 ^ x 3 4- f(x 2 ) < /(x 3 ) => x 3 ^ x 4 

=>■ /(x 3 ) ^ /(^4) =>• 2:4 ^ Xi =>- Xi ^ x 2 ^ x 3 ^ x 4 ^ Xi =>- Xi = x 2 = x 3 — Xị — 1 . 

.. ẤtI. ’ 1 

Nền Xi < —-: 

Nến có k G {1; 2; 3; 4} để Xfc ^ —- thì theo trường hợp trên ta có: Xi ^ — - Vi = 1,4 
=>• Xi ^ —-( mâu thuẫn). Vậy Xị < —- Vi = 1,4. 

Do Xi ^ X 3 => /(xi) ^ /(x 3 ) =>- x 2 ^ Xị => f(x 2 ) < /(x 4 ) x 3 Xi =» x 3 = x 4 . 

Lập luận tương tự ta có x 2 — Xị. 

Ị X 1 = x 3 


Hệ phương trình trở thành: 


x 2 — Xị 
f(xi) = x 2 


( f(x 2 ) = x 3 


=> Xi + f(x 1 ) = x 2 + /(x 2 ) => x 4 + 2x 4 — 1 = x| + 2x 2 - 1 
^ Xi — x 2 — x 3 — X4 — ±1 


Xị = x 2 
Xị — —x 2 - 2 


=>■ Xi = x 2 = ±1 


Vậy hệ phương trình ban đầu có nghiệm là X\ = x 2 = x 3 = Xiị = il □. 



ĐKxĐ: Xi í 0 (i = 1; 2012) 

(1) * 1*1- ỉl*» + èl - Ỉ(N + ẺD > 1 

z X 2 z X 2 

Chứng minh tương tự có \xi\ ^ 1 (i = 1; 2012) 

Lại có: Xị.x 2 — ^(x| + 1) > 0 =4* Xi,x 2 cùng dấu. 

Chứng minh tương tự có Xị,x 2 , ...,X 20 1 2 cùng dấn. 

2012 2012 2012 1 2012 1 

-lE^i-ENAiE^i-Eèc) 

i = 1 2—1 2—1 1 2=1 * 


Cộng (1), (2),..., (2012) vế theo vế ta có: 
2012 


£ 

1=1 


1 

Xi = - 
2 


2012 2012 2012 2012 

X>*+^) ^ = Ẽ ^ ^ IỀ 

2—1 2—1 2=1 2=1 

2012 2012 1 

Lại có: |xj| ^ 1 =>• |xj| ^ 2012 ^ I — I 

1 2—1 *D 


2012 2012 

^| = IE^L 


£4 


2=1 


2=1 


2012 

= Xì |—1(**) ( áo (*)) 

f ^ /y . 

2=1 
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Vậy (**) tương đương 

r x 1 = x 2 = ... = X 2012 = 1 

Fl| = \X2\ = ... 1^20121 = 1 

_Xl = x 2 = ... = X 2012 = -1 

Thử lại ta thấy (VIII) có nghiệm (xi]X 2 [ ...X 2012 ) = (1; 1;...; 1), (—1; —1,...; —1). □ 

n n 

Như vậy, bằng biến đổi khéo léo, kết hợp đẳng thức “Ị ^^Xị\ — \xì\ -v^ Xi,X 2 , ...x n cùng 

1=1 1=1 

dấu”, ta đã giải qưyết bài toán mà không cần tới nguyên lí cực hạn. 



í 2 

xị 

= x 2 + l 


xị 

= X 3 + l 

Bài 16: Giải hệ phương trình: (XVI) < 


. (n e N*, n ^ 2). 


x 2 n- 

-1 = Xn + 1 



= Xi + 1 

Giải 


Không mất tính tổng quát, giả sử Xị — max{aq, £ 2 ..., £„}(*). 

Thế thì x 2 n = X\ + 1 = max {x\ + 1, X 2 + 1,..., x n + 1} = max {xỊ, xị ,..., xị}. 

=> \x n \ = max{|xi|, \x 2 \..., \x n \ }(**) 

Từ (*) và (**) suy ra x n < 0. 

* Nếu X\ > 0 thì x 2 n = X\ + 1 > 1. Vì x n < 0 nên x n < — 1( vô lí vì x‘ị_ị = x n + 1 < 0). 
Vậy X\ ^ 0 =>■ Xi ^ 0 \/i = 1, n. 

Từ (**) suy ra x n — mìĩì{xi ) X 2 ---,x n }. 

Vì Xi ^ Xị ^ 0 Vi nên |aq| = min{|xj|} hay X\ 2 = min {'X 2 } . 


Vậy £2 = xị — 1 = min{Xj — 1} = min{£j}= x n . Từ xỊ = X 3 + 1 và x 2 n = X\ + 1 suy ra Xị — X3. 

{ Xi — X3 — ... — max{xj} 

. 

x 2 = x 4 = ... — min {xị}=x n 


tK- Với n lẻ: 

Ta có Xị = x 2 = ... = x n . Từ hệ ta có: xỊ — Xị — 1 = 0 -v^ Xi = 


Ĩ±VE 


Do đó hệ phương trình có nghiệm là X\ = X 2 = ... = x n = 
Ì& Với n chẵn: 


1 - y/b 


Từ xị — X 3 + 1, xỊ — X 2 + 1 và X\ — X 3 ta có (xỊ — l) 2 = X\ + 1 


Xi — 0 
Xị — —1 

1 - y/5 


Vậy hệ phương trình có các nghiệm 

' _ _ , [1 - Vỗ 1 - VE l-y/5 

(xi, x 2 ,..., x n ) — ị — Ị — ; • • •; q 


, (- 1 ; 0 ; - 1 ; 0 ...; - 1 ; 0 ), ( 0 ; - 1 ; 0 ; - 1 ;...; 0 ; - 1 ). □ 


X 3 - 12 y 2 + 4% - 64 = 0 (1) 
Bài 17: Giải hệ phương trình: (XVIII) < y 3 — 12 z 2 + 48z — 64 = 0 (2) 

z 3 - 12x 2 + A8x - 64 = 0 (3) 
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Giải 


Cộng (1), (2), (3) vế theo vế ta có: 

(x - 4) 3 + (y - 4) 3 + (z - 4) 3 = 0(*) 

Suy ra trong 3 số hạng trên có ít nhất 1 số không âm, giả sử là (z — 4) 3 ^ 0 z ^ 4 


(2) => y 3 - 16 = 12 (z - 2) 2 > 12.2 2 => y ^ 4 
(1) => £ 3 - 16 = 12 (y - 2) 2 > 12.2 2 => £ > 4 

Vậy £, y, z ^ 4 =>• VT(*) ^ 0. Khi đó (*) <^> £ — 4 = y — 4 = 
Thử lại ta thấy (IX) có nghiệm (x;y;z) — (4; 4; 4) □ 

z — A = 0^x = y = z = A 


' 30 ^ + 4 ^= 200 {jxf ữ8 

Bài 18: Tìm nghiệm dương của hệ phương trình (XVII) < 

3(y^ + v^ = 20 ự£f 08 


k 30 a/£2008 + 4a/£i = 200 ịJX^ 08 


Giải 

Giả sử (xi,x 2 ,x 3 ., £ 20 ũs) là một nghiệm của hệ phương trình. 

Đặt a — max{£i ,£ 2 ,£3 .,£ 20 ũs}, b = min {xi, £ 2 , x 3 ., £ 2008 } =>■ a ^ b > 0. 

34v^ ^ 30v^ + 4^ = 200 fâr 
34v^ ^ 30^ + 4^ = 2ữữ {ịxf^ 


{ 34i/ã ^ 30^2008 + 4 v / £l = 2(,0 y/a:| 008 
=» 34^ max I 20 Ự^ÕÕ8, 20l ự^p, 20 ựĩ|õõf j 

=» 34y / õ ^ 2Ũ0 ^ÕÕ8 => 34 4018 a 2009 > a 4016 =4> a 2007 < 34 4018 => a sC 2 °V34^ 
Tương tự ta có: 

r 34\/ò ^ 30^ + 4^ = 200 ỳ£ 2 °° 8 

teVb^30yfa + 4^3 = 2ũữ \Jxf™ 


[ 34 Vb V 30a/£ 2 008 + 4a/TĨ = 200 y4| 008 

=» 34a/ò < min I 202 °VÍP, 2 °V^Ìool} 

=» 34^ < 20 Vò 2 ÕÕ8 =► 34 4018 6 2009 ^ & 4016 ^ £,2007 ^ 344018 ^ b ^ 20oỵ^3õĨ8 

Vậy a — b — 2ix \/34 4018 £1 = £2 = ...£2008 — 2(l< v / 34 4018 . 

Thử lại ta thấy nghiệm của hệ phương trình là Xi — x 2 — ...£2008 = 2( ’V34 4018 □ 
Ta cùng xem qua một số bài hệ hoán vị lượng giác: 
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Bài 19: Giải hệ phương trình (XIX) < 

7 

cos 2£ + cos X — 2 cos y 

cos 2 y + cos y = 2 cos £ 


cos 2£ + cos £ = 2 cos £ 

V 


Giải 


Ta có: 


(2 cos X — 1) (cos X + 2) = 2 cos y — 1 
(XIX) ^ ^ (2cosy — l)(cosy + 2) = 2cos£ — 1 
(2 cos z — 1) (cos z + 2) = 2 cos X — 1 


|2CƠS£ — 1| (cos£ + 2) = |2 cosy — 1| 
|2cosy — 1| (cos y + 2) = |2cos£ — 1| 
|2 CƠS£ — 1| (cos£ + 2) = \2 cosx — 1| 


=4- |2 CƠS£ — 1| ^ |2 cos y — 1| ^ |2 cos £ —1| ^ |2 CƠS£ — 1| (do CƠS£ + 2; cos y + 2; cos 2 + 2 ^ 1) 
=4» |2cos£ — 1| = |2cosy — 1| = |2cos£ — 1| 

|2 CƠS£ — 1| (cos£ + 2) = |2 CƠS£ — 1| 

Khi đó (XIX) trở thành: ị 2 cos y — 1| (cos y + 2) = 2 cos y — 1| 

|2cos£ — 1| (cos£ + 2) = |2cos£ — 1| 




2 cos £ — 1 = 2 cos y — 1 = 2 cos £ — 1 = 0 
cos X + 2 = cos y + 2 = cos £ + 2 = 1 




x,y,z e |±— + Ẫ;7r|Ẵ; e z j 
£, y, £ G {7T i 2 /c7t|ẵ; G z} 


□ 


Bài 20: Giải hệ phương trình (XX) < 


2 cos 2x + 
2 cos 2 y + 
2 cos 2£ + 


tan 2 £ + tarry 
1 + tan 2 £ 
tan 2 y + tan 2 £ 
1 + tan 2 
tan 2 £ + tan 2 £ 
1 + tan 2 £ 


= 2 
= 2 
= 2 


Từ 


, 1 — tan 2 a 

đăng thức cos2o: = ——— TỊ—, ta có 
1 + tan 2 a 

( tan 2 y 


- tan 2 £ 
1 + tan 2 £ 

5 . - , 2 , 


1 — cos 2x 

i -f- tan-£ 

(Y Y\ ^ ) tan ‘ 2z ~ tan2 y _ 1 _ o„. 

(A+\ ) 44 < ~ = 1 - cos2 y 

1 1 4- tan+/ 

1 — cos 2£ 


tan 2 £ 


■ tan 2 X + tan 2 y + tan 2 £ ^ tan 2 X 


1 + tan 2 y 
2 X — tan 2 £ 

1 + tan 2 £ 

• tan 2 x — tan 2 y = tan 2 £ 


' 

X — kn 

1 — cos 2x = 1 — cos 2y = 1 — cos 2£ = 0 44 < y = In (k,l,m G Z) 


y 

£ = m 7 ĩ 


Thử lại ta thấy (XX) có nghiệm (x; y; £) = (kĩT, h r; ri7r) (fc, lym e z) □ 
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5» 

1 

03 

1 

03 

Bài 21: Giải hệ phương trình (XXI) < 

Cồ 

1 

CtJ 

«cỉ 

1 

Gỉ 


[ e z - e z ~ x = X 


Giải 

Với X = 0, ta có hệ 

1 — e~ y — y 

ị 

ỈN? 

1 

Si 

03 

1 

Sì 

03 


e z — e 2 = 0 

< 

Xét hàm f(y) = 1 — e~ y — y (5 e K). 

Ta có: f'(y) — e~ y — 1 — o^y — 0 



Do f(y) đồng biến trên (— 00 ; 0] và nghịch biến trên [0; + 00 ) nên Ma X-f(y) — 0 và do đó phương 
trình f(y) — 0 có nghiệm duy nhất y — 0 =>• z — 0 . 

Vậy (0;0;0) là một nghiệm của phương trình. 

Với X Ỷ 0, hệ phương trình tương đương với hệ 

í e x — — 

e y — 1 


= x^_ 

\ e* _ 1 

tc^ 

Xét hàm g(t) — (t Ỷ 0). 

e t — 1 

Ta có: g'(t) — —— -——^ > 0 Ví Ỷ 0( vì e* > t + 1 Ví Ỷ 0) lim g(t) — 1; lim g(t) — 1 

(e t — 1) t->0” t-> 0 + 

Dễ thấy g(t) đồng biến trên (— 00 ; 0) và trên (0; + 00 ) 

Sưy ra: nếu X > y g(x) > g(y) =>e z >e x =^z>x^z g(z ) > g(x) =>e y >e z ^y>z^- 
y > x(rnâu thuẫn). 

Tương tự, nến X < y cũng suy ra mâu thuẫn. 

{ X = y = z Ỷ 0 

=> X,y, z c 0. 

e x -l = x 

Vậy (0;0;0) là nghiệm duy nhất của phương trình. 

Sau đây ta cùng xem qna một số bài hệ phương trình chứa tham số: 



r 2 

X — yz = a 

Bài 22: Cho a,b,c> 0. Giải hệ phương trình: (XXII) < 

y 2 — xz = b 


z 2 — yx = c 


Giải 

Ta có: a 2 — bc — (x 2 — yzỶ — (y 2 — xz)(z 2 — yx) — x(x 3 + y 3 + z 3 — 3xyz) 
b 2 — ac = y(x 3 + y 3 + z 3 — 3 xyz), c 2 — ab — z(x 3 + y 3 + z 3 — 3xyz) 

Đặt k = X 3 + y 3 + z 3 — 3 xyz, ta có: (a 2 — bc ) 2 — (b 2 — ac)(c 2 — ab ) = a(a 3 + b 3 + c 3 — 3 abc). 
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Suy ra k 2 (x 2 — yz ) = a(a 3 + b 3 + c 3 — 3 abc) => k = ± Va 3 + b 3 + c 3 — 3 abc. 

Vậy hệ phương trình có các nghiệm là 

a 2 — bc b 2 — ac c 2 — ab ^ 

X — — -, y — — -, z — — -với k — ±v« + b đ + c ó — iabc □. 


Bài 23: Giải và biện luận hệ phương trình theo m: (XXIII) < 


/ , r 

mx — z -ị — 
z 

1 

my — X -ị — 
X 

1 

mz — y -ị — 

___2G 


Giải 


Hệ phương trình tương đương 

f 2 "1 
mxz = z +1 

myx = X 2 + 1 

< 

rnzy = y 2 + 1 
x.y.z Ỷ 0 

=>■ rnxy > 0; myz > 0; rnzx > 0 =>■ m 3 x 2 y 2 z 2 > 0 =>• m > 0. 

Ta thấy x,y,z cùng dấu và nến (x;y, z) là nghiệm của hệ phương trình thì (—x; —y\ —z) cũng 
là nghiệm. Do đó ta chỉ cần xét x,y,z > 0. Giả sử X — max {re; y \ z). 

* Nến X ^ y ^ z > 0 : 

=^y 2j rl^z 2 -\-l=$- myz ^ mxz =z y ^ X y = X 
=zy 2 + l = x 2 + l=z myx — myz ^zx = z=>x = y = z. 

* Nến X ^ z ^ y > 0 : 

=^a; 2 + l^^ 2 + l=^ myx ^ mxz =>y^z=>y = z 
=^y 2 + l = z 2 + l=$- myz = rnxz =>x = y=>x = y = z. 

Cả hai trường hợp đền suy ra X — y — z. 

Do đó hệ phương trình trở thành 

mx 2 = X 2 + 1 
X — y — z > 0 


(m — l)x 2 = 1 
X = y = z > 0 


* Với 0 < m ^ 1, hệ phương trình vô nghiệm. 

* Với m > 1, hệ phương trình tương đương X — y — z — 

y/m — 1 

Tóm lại: 

Với m ^ 1: hệ phương trình vô nghiệm. 

' ^ 1 1 1 
Với m > 1, hệ phương trình có hai nghiệm là (—===; —====; ) và 

— 1 V m — 1 V m — 1 

(- 1 . _ 1 . _ 1 ìn 

\Jm — 1 ’ \Jm — 1 ’ \Jm — 1 


Bài 24: Giải hệ phương trình (XXIV) < 

( 2 

X — y + a 

y 2 = z + a (0 < a < 1) 


z 2 = X + a 

V 


Giải 
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Giả sử X — max {x; y; z}. 

Từ hệ phương trình suy ra z 2 = max { X 2 ; y 2 ; 2 2 }. 

Nến 2 ^ 0: 

Ta có z 2 — max {x 2 ; y 2 ; £ 2 } 4z = max {x; í/y} 4 I = z 4 I 2 = 2 2 
=>?/ + a = x + a=tx = ỉ/=tx = í; = z. 

Từ hệ phương trình tacó:x 2 = x + a=tx 2 -x-a = 0 =tx = 





+ a. Suy ra: 


* Nếu z < 0 : 

Giả sử X ^ 0, khi đó z 2 = x + a^a=>z^ —y/ã < —a => y 2 = z + a < 0 (vô lý). Do đó X < 0. 
Vì X = max ịx] y; z}, X < 0 nên y < 0. Khi đó ta có: z ^ y ^ X < 0 =>■ y 2 = z + a ^ X 2 = 
í/ + a=tx^ỉ/. 


Suy Tẫx = y = z = x = —- — J-+a. 


Vậy hệ phương trình có các nghiệm là 



'ị + y\ + a ’-ị + y\ + a '-ị + y\ + a 


□. 


và 


San đây là một số hệ phương trình hoán vị không mẫu mực. Ta không thể dùng nguyên lí cực 
hạn, nhưng vẫn có thể dùng lượng giác hoá, bất đẳng thức. Nhưng cách giải chủ yếu vẫn là 
biến đổi đẳng thức, dựa vào quan hệ giữa các phương trình. 


I síx + ị) =AÍy + ị) = 5 (z + ~) ( 1 ) 
Bài 25 : Giải hệ phương trình (XXV) < V x / V y) V z ) 

1 xy + yz + zx = 1 (2) 


Giải 


ĐK: xyz Ỷ 0 

Nến (x,y, z) là một nghiệm của hệ thì (—X, —y, —z) cũng là một nghiệm của hệ và từ (1) suy 
ra X, y, z cùng dấu nên ta chỉ cần xét X, y, z dương là đủ. 

Ỉ x — tan a 

y — tan Ị3 , a; /3] 7 G ^0; — j ta có: 
z — tan 7 

Ỉ 3 (tan a + - ) = 4 (tan a + -— ] = 5 (tan 7 + -) (3) 

\ tan a J \ tan p J \ tan 7 / 

tan a tan /3 + tan /3 tan 7 + tan 7 tan a — 1 (4) 

Lại có: 


. . „ tan 2 a? + 1 , tan 2 ổ + 1 _ tan 2 7 + 1 3 

( 3 ) «=> 3 . " -= 4 .-—;— = 5 .——-<Ễ=Ỉ> 


tan /3 


sin 2 <ỵ sin 2 f 3 sin 27 


( 5 ) 


tan a 


tan 7 
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Từ (4) ta có: 


(4) 77 tan a (tan /3 + tan 7 ) 

1 — tan /3 tan 7 

77 tan a — — - —— - 

tan /3 + tan 7 

77 a + /3 + 7 = ^ (6) 


= 1 — tan /3 tan 7 
= cot Ụ3 + 7 ) 


Từ (5) và ( 6 ), suy ra 2 a, 2/3, 27 là các góc trong một tam giác vuông, có các cạnh là 3, 4, 5 Do 
đó: 

„ 7T 7T 

27 = — 777 = — 77 tan 7 = 1 = z 
’ 2 ’ ị 


Từ đó ta có: 


{ tan /3 = y = 
tan a — X — 


1 

2 

1 

3 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là: (x; 7 /; z) = 




□ 


Bài 26: Giải hệ phương trình (XXVI) < 

ab(a + b) = 6 
bc(b + c) = 30 


ac(a + c) = 12 


Giải 


Rõ ràng a, b, c không thể bằng 0. Đặt s = a + b + c, p = abc hệ phương trình trở thành 


< -(S-a) = 30 


[j(S-b) = 12 

„ / p p p \ 

w \P + 6 p+ 12 p +30 J 

Nếu s = 0 thì a + b = —c, khi đó phương trình đầu tiên trở thành abc — —6 và hai phương 

trình còn lại là abc — —30 và abc = —12 điều này không thể xảy ra. 

„ ,, p' p p 

Do đó —-—- + —4 + ———- = 1 

p + 6 p + 12 p + 30 

Biến đổi và thu gọn ta được p 3 + 24 p 2 — 1080 = 0 77 (p — 6)(p 2 + 30P + 180) = 0 

s s s s 3 

+ Với p = 6tacóa=— ,b — — ,c — — =7 ab(a + 6) = — = 6=75 = 6 

6 3 2 v y 36 

Vậy (a, b, c) = (1,2,3). 


f PS 
c = 


P + 6 


77 < a — 


PS 
P + 30 


b = 


PS 

P + 12 


* Với P 2 + 30P + 180 = 0 =7 p = -15 + 3^; p = -15 - 3^ 
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+ Với p — —15 + 3\/5 ta có 

í -15 + 3 a/5 0 75-3^ 

a — —-——— 7=^0 = ———— s 
15 + 3ựị_ 2 

< b = z]ệ±pặs = -VEs 

-3 + 3Vị_ 

-15 + 3^5 c _ v / 5 + 5 c 

c = — 7=^0 = ữ 

-9 + 3^5 2 


/36 

Kết hợp ab(a + ò) = 6 ta có —V / 5<S' 3 = 6 <+ s = Y r 

,'3-V5 6 /36 ^„/36 5 + 75 s/iẽ' 

Vậy (a, b, c) = ị 5 ’^ 5 V 5 ’-2 V 5 


Tương tự với p = — 15 — 375 ta tìm được (a, b, c ) = 


3 + 75 6/36' 
2 V 


Kết luận: Hệ có nghiệm 

, , 7 /3-75 «/36 

(a; 6; c) = 


6//=■ 6/3f3 5 + 75 g/36 

r-Vs^-vi’ 2 -vi 




Bài 27: Giải hệ phương trình < 

27 = 2 77 + 1 ) — (z 2 + 1 ) ( 1 ) 

27 = 377 + 1 ) - 2(7 + 1 ) ( 2 ) 


27 = 4 77 + 1 ) - 3(7 + 1 ) (3) 

k_____ 


Giải 

Xét 6 trường hợp: 

+ Nến y ^ X ^ z: 

Từ (1) ta có: 

0 = 277 + 1 ) - (7 + 1 ) - 27 

=> 0 < 277 + 1 ) - (7 + 1 ) - 27 

=+ 0 < 2x(x 2 + 1) - (7 + 1) - 27 (x - l) 2 < 0 

Từ đó suy ra.x = y = z = l 
+ Nếu y ^ z ^ X : 

=+ 27 + 7 + 1 ^ 27 + 7 + 1 (*) 

Từ (1) ta có 27 + 7 + 1 = 22/(7 + 1) = 2yx 2 + 2 y 
Lại có: 

2yx 2 + 2y ^ 27 + 2 y 

< 2yx 2 + 2y ^ 27 + 2^ =+ 27 + 7 + 1 ^ 27 + 7 + 1 

2 yx 2 + 2y ^ 27 + 7 + 1 

Kết hợp (*) suy ra a; = z, nghĩa ỉằ X = y = z = 1. 

+ Nến z ^ y ^ X : 

Từ (2) ta có 

0 = 377 + 1) - 2 7 - 2(7 + 1) 

=> 0 < 377 + 1 ) - 2 7 - 2(7 + 1 ) 

=> 0 < 377 + 1) - 27 - 2(7 + 1) = -(27 + y + 2)(y- l) 2 
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Từ đó suy ĩã,x = y = z = l 
Nếu z ^ X ^ y: 

Từ (2) ta có 

0 = 8[3 z(y 2 + 1) - 2 y A - 2(x 2 + 1)] =► 0 ^ 8[3 x(y 2 + 1) - 2y 4 - 2(x 2 + 1)] 

^ 0 ^ -(3y 2 + 1 - 4x) 2 - 16 (y - x) - [7 (y + l) 2 + 8](y - l) 2 

Từ đó suy ray = l=>x = y = z = l 
Xr Nếu X ^ y ^ z\ 

Từ (3) ta có 

0 = 4x(z 2 + 1) - 3 (y 2 + 1) - 2z 5 
=> 0 < 4 yự + 1) - 3 (y 2 + 1) - 2z b 

0 ^ — (2z 3 + 4z 2 + 2z + 3)(z — l) 2 — (z — y) ị^2z — —^ + — 

Do đó y = z=>x = y = z = 1 
*• Nếu X ^ z ^ y: 

Từ (3) ta có 

0 = 4 xự + 1) - 3 (y 2 + 1) - 2z 5 

4 z(z 2 + 1) - 3 (y 2 + 1) - 2z 5 
4 x(z 2 + 1) - 3 (z 2 + 1) - 2z 5 
=> 0 < ~(2z 3 + 4^ 2 + 2z + 3)(z- l) 2 

Từ đó có X = y — z — 1. 

Tóm lại hệ có nghiệm duy nhất (x\ y; z) — (1; 1; 1) □. 



Giải 


Ta có: 

(1) — (2) =>• y 2 — z 2 + X (y — z) = 9 (y — z) (x + y + z) = 9 (4) 

(2) — (3) =>■ X 2 — y 2 + z {x — y) = 9 (x — y) (x + y + z) = 9 (5) 


Lại có: 


(4) - (5) =>[{y-z)-(x-y)]{x + y + z) = 0^ 


X + y + z = 0 
y — z = X — y 


Nếu :x + y + z — 0<^z — — (x + y) 


Thay vào hệ ta được: 


Ỉ x 2 + y 2 + xy = 37 
X 2 + y 2 + xy = 28 (vô nghiệm) 
X 2 + y 2 + xy — 19 
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* Nếu y — z = X — y — t: -v=> 
Thay vào (4) ta được: 


X = y + t 
z = y-t 


3 

í (2/ + 2/ + Í + 2/ — í) = 9^ty = 3^t = - ( 6 ) 

y 


Thay vào (3) ta được: 


y 2 + (y — t) + y (y — t) — 19 3 y 2 — 3 ty + t 2 — 19 3 y 2 + r = 28 (7) 


Thay (6) vào (7) ta được: 


3 y 2 + - 0 = 


28 3 y 4 - 28 y 2 + 9 = 0 


y 2 = 9 y = ±3 =>■ t = ±1 

y 2 = - ^y = ±^- => t — ± 3 ^ 

y 3 y 3 


Xét 4 trường hợp (y;í) = (3; 1), (—3; —1), — ;3\/3^ , ^=; — 3\/3^ ta tìm được nghiệm 

của hệ là 

, x . V / n í I 0 V 3 V3 í 10\/3 8a/3\ 

«*) = < 4 ' 3 ' 2 > ’ <- 4; - 3 ' - 2 > • T ! 3 J • ( 3 ! 3 ! 3 1D 

Bài tập tự luyện 

Ỉ x = 3 z 3 + 2z 2 
y — Sx 3 + 2x 2 
z = 3y 3 + 2 y 2 
( 2 X — 2 = 3ự — 3 X 

Bài 2: Giải hệ phương trình: < ( OLP 30-4-2008 T130) 

2 y -2 = 3x-3 v 

X 3 — 9 (y 2 — 3y + 3) — 0 

Bài 3: Giải hệ phương trình: { y 3 — 9 (z 2 — 3z + 3) = 0 (OLP 30-4-2010) 

z 3 - 9(x 2 - 3x + 3) = 0 

«1 — 4ữ2 + 3o 3 ^ 0 


Bài 4: Cho 100 số 01 , 02 , 03 , ...,a 100 thỏa mãn: < 


Tính các số 02 , 03 ,..., o 100 biết Oi = 1 

í 3x - y 2 

I __ — /y» 


O2 — 403 T 3 o 4 ^ 0 

099 — 4 aioo + 3oi 0 
O 100 — 4fli T 302 ^ 0 


= X 


Bài 5: Giải hệ phương trình: < 


X — 3y 
3 y-z 2 


y-3z 
3z — X 
y z — 3x 


= y 2 (THTT 12-2010). 


= z 
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y = 


Bài 6: Giải hệ phương trình: < z = 


X = 


4x 2 

4x 2 + 1 

V 

4y 2 + 1 
4z 2 

4 z 2 + 1 


PHƯƠNG PHÁP ĐẶT ÂN PHỤ TRONG HỆ PHƯƠNG 
TRÌNH 

Bài 1: Giải hệ phương trình I f (x : y \ (1 + ^ w 

_ _ s \ x 2 + y 2 = 1 _(2)_ 

Giải 


Đặt X — cosa; y — sina ta có phương trình 


-\/2(sina: — cosa)(l + 2sin2o:) = n/3 


oV2.V2sin(a -45°).2 



+ sin 2a 



<t»4sin(o: — 45°)(sin2a + sin 30°) = Vs 
<^>8 sin(o: — 45°). sin(o: + 15°) cos(a — 15°) = Vs 
•v^4cos(o: — 15°)[cos60° — cos(2a — 30°)] = Vs 
-v=>2 cos(a — 15°) — 4 cos(a — 15°). cos(2a — 30°) = \/3 
^-2cos(3a-45°) = Vs 


a = 65° + Ả;120° 
a = -35° + /120° 


(k, l G Z) 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) — (sin65°; cos65°), (sin 185°; cos 185°), (sin305°; cos305°), 
(sin 85°; Cơs85°), (— sin 35°; Cơs35°), (sin 205°; cos 205°). □ 


Bài 2: Giải hệ phương trình <* - v) } x [ - «2 = • 

1 (x + y){x 2 + y 2 ) = 15 


Giải 


Biến đổi hệ đã cho ta thu được 


X 3 + y 3 — xy(x + y) = 3 
X 3 + y 3 + xy(x + 7 /) = 15 


Đặt 


{ 


u — X 3 + y 3 
V — xy(x + y) 


, hệ đã cho trở thành 




u + V — 15 
u — V = 3 


u = 9 

V — 6 
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Khi đó, ta có: 


X 3 + y 3 = 9 
xy(x + ỳ) = 6 



X + y = 3 
xy = 2 





x — 1 
ỉ/ = 2 
X = 2 

y = 1 


Vậy hệ có nghiệm (x; y) = (1; 2), (2; 1). □ 


Bài 3: Giải hệ phương trình 


X + - + y/x + y - 3 = 3 

y 

1 

2a: + y + - = 8 

y 


Giải 


ỉ/ ^ 0 

Điều kiện: ^ X + - ^ 0 

y 

X + y — 3 ^ 0 
Biến đổi hệ đã cho trở thành 


(*) 


1 

X H— 

y 

1 


07 + 2/ — 3 = 3 


rrH-Ị- £ + t/ — 3 = 5 

y 


u — \ X -\— ^ 0 ^ 

Đặt { V y Khi đó hệ đã cho trở thành 

V — \[x + y — 3 ^ 0 


tí + V = 3 
tí 2 + V 2 = 5 




u + V — 3 
uv — 2 




u = 2 
u = 1 
u = 1 
V = 2 


thỏa mãn (*) 




Nếu 


Kết luận: Hệ có nghiệm (x\y) — (3; 1), (5; 


(thỏa (*)) 


X = 3 
y = 1 
X = 5 

y = -1 
z = 4-yĩõ 
ỉ/ = 3 + vlÕ 
X = 4 + \/ĨÕ 
2/ = 3 — 

-1), (4 - v / ĨÕ; 3 + vĩõ), (4 + a/ĨÕ; 3 - \/ĨÕ). □ 


(thỏa (*)) 
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Bài 4: Giải hệ phương trình 


4log 3 (a;ỉ/) _ 2 _|_ (xy) ÌOẽ32 
X 2 + y 2 — 3x — 3y — 12 


Giải 


Điều kiện: xy > 0 

Đặt: u — log 3 (oư/) -v^ xy = 3 U 

Khi đó, hệ đã cho trở thành 





xy — 3 

(x + y) 2 — 3(x + y) — 18 = 0 

X = 3 + \/6 
y = 3-Vẽ 
X = 3 — \/6 
y = 3+Vẽ 


Vậy hệ có nghiệm (x; y) = (3 + v^ổ; 3 — V6), (3 — v^ổ; 3 + \/6). □ 


Bài 5: Giải hệ phương trình 

í X 2 + y 2 + xy = ẩy — 1 


1 x + ỉ/ = -2XT + 2 

1 X 2 + 1 


Giải 


Nhận thấy y Ỷ 0- Hệ đã cho tương đương với 

X 2 + 1 

y 


+ X + y = 4 


x + y — 


y 


X 2 + 1 


+ 2 


Đặt u — 


X 2 + 1 

y 


, V — X + y. Hệ phương trình có dạng 


u + ư = 4 

V = - + 2 
u 


X 2 + 1 


Giải hệ trên ta thu được u — 1, ư = 3 


= 1 


y & 

X + y — 3 


X = 1 
2 / = 2 
X — —2 

y = 5 


Vậy hệ có nghiệm (x; I/) = (1; 2), (—2; 5). □ 
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Giải 


Điều kiện: xy Ỷ 0 

Đặt a. = X 2 + y 2 — 1, b = - với ab Ỷ 0 

y 

Hệ đã cho trở thành 



Vậy hệ có nghiệm (x;y) = (1; -1), (-1; 1), (3; 1), (-3; -1). □ 



Giải 


Xét X = 0 y = 0. Vậy (0; 0) là một nghiệm của hệ. 

Xét X Ỷ 0, chia hai vế của phương trình đầu cho X, hai vế của phương trình thứ hai cho X 2 , ta 
được hệ phương trình sau 

í 1+ ;+ y = 3 í (* + 1) + »= 3 

y . ă , 

Đặt z = X -\- —. ta thu được hệ 

X 

ị z + y = 3 
1 z 2 + y = 5 

_ __ z — 2;y — 1 

Giải hệ này ta có =>• X — y — 1 

_z = -l;y = A 

Vậy hệ có nghiệm (x; y) — (0; 0), (1; 1). □ 
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Giải 


Hệ phương trình đã cho tương đương với hệ san 

(x 2 - l)(y - 2) + 4(x 2 - 1) + 4(y - 2) = 5 
(x 2 - l) 2 + (y- 2) 2 = 10 

Đặt u = X 2 — 1, V = y — 2 
Hệ trở thành 

u = 3 

V — — 1 

u= -1 

V = 3 

• Nến u = 3; V = — 1 ta tìm được (x; y) = (2; 1) và (x; y ) = (—2; 1) 

• Nếư u — —1; V — 3 ta tìm được(x;y) = (0; 5). 

Vậy hệ có nghiệm (x; ỳ) = (2; 1), (—2; 1), (0; 5). □ 


u 2 + V 2 — 10 
uv + 4(u + v) — 5 


(u + v) 2 — 2 uv — 10 
uv + 4{u + v) = 5 


u + V = —10 
uv — 45 
u + V — 2 
uv — —3 



Từ (1) và (2), suy ra 

t — y = 0 

2{t-y) 2 + 3(t-y) = 0 o 3 

t — y — 

L 2 

5 

• Với t = y, ta có: í = y = 2. Khi đó: \/2x — 1 = 2<^x=^=>y = 2. 

• Với y = t + có 4í 2 + 6t — 13 = 0 t = — -Ị^—— (do t ^ 0). Khi đó: 

{ 3 , —3 + ựõĩ ( 3 + ^ẽĩ 

T==ấ±^ĩ u = 
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^ , . ,5 \ f 43 - 3VÕĨ 3 + Võĩ\ 

Vậy hệ có nghiệm (x;y) = Ị 2 1 , Ị-^r 1 —;- ị — 1. □ 


Bài 10: Giải hệ phương trình 

sau 

< 

f . _ 3 

X - Vy + 2 = ọ 

7 

y + 2 (x - 2) v 7 ^ + 2 = 


Giải 


Điều kiện: X ^ —2, y ^ —2 
Đặt u — \Jx + 2, V — \Jy + 2 với u, V ^ 0 (*) 
Hệ đã cho trở thành 


u 2 -v=ị ( 1 ) 

u 2 + 2 (« 2 - 4) w ^ (2) 


Từ (1) và (2), thu được: 


o 7\ „ 1 

tí 2 — ỳ- 1 + 2u 3 — 8u = 7 U A + 2 u 3 — 7u 2 — 8u + 12 = 0 

2 J 4 

(u — 1) (u — 2) (u 2 + 5w + 6) = 0yt>w = lV'u = 2 

5 

• Với u — 1 thay vào (1) có V = — không thỏa (*). 

1 

• Vơi u = 2 thay vào (1) cố V — thỏa (*). 

Vậy hệ có nghiệm là (x; I/) = ^2; -'ì . □ 


Bài 11: Giải hệ phương trình 


2x 2 — x(y — 1) + y 2 = 3y 
X 2 + xy — 3 y 2 — X — 2y 


Giải 


Xét y = 0 =>■ X = 0. 

Xét y Ỷ 0- Đặt t = — X = ty. Hệ đã cho trở thành 

y 

y 2 (2t 2 — t + 1) = y( 3 — t) 
y 2 (t 2 + t-3) = y(t-2) 


( 1 ) 

( 2 ) 


t-2^0 , 

Từ (2) suy ra < . Chia (1) cho (2) vế theo vế ta được 

í 2 + t - 3 Ỷ 0 


2í 2 - t + 1 _ 3 - t 
t 2 + t — 3 t — 2 


3t 3 - 7t 2 - 3t + 7 = 0 


t = -1 

t = 1 
7 

t ~ 3 
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Hệ đã cho có nghiệm (x;y) = (0; 0), (1; 1), (-1; 1), ( ) • D 


Bài 12: Giải hệ phương trình 


m Ị 2 - ^V + 2V^TĨ = 2 (3 - x/2 - 

Ị -^/x — í/ 2 + x = 3 

+)ỉ/ 2 (1) 

(2) 


Từ (2) ta có: (2) +> sj X — y 2 = 3 — X 
Từ (1) ta có: 


Giải 

X ^ 3 

X 2 + y 2 — 7x + 9 = 0 


(1) ^ 2 - y/(xy 2 + y 2 + 1) (xy 2 - y 2 + 1) = 2 (3 - V2 - x) y 2 
\J(xy 2 + y 2 + 1) (aư/ 2 - y 2 + 1) = 2 1 - (3 - y 2 + xy 2 (*) 


Đặt 




Ị Ị = xy 2 -Ị- 1 

2 • Phương trình (*) trở thành: 


n = y 




■\/(-u + ữ) (tt — ữ) = 2 u — ^3 — y/ỉj 
(3 - y/2) V ^ 0 


u - 

V 2 — V 2 = 4 [tt — (3 — V2) ư]' 
u — (3 — \/2) V ^ 0 


^ ^ 1 3ư 2 - 8 (3 - a/2) + (45 - 24^) V 2 = 0 (**) 

Ta thấy V — 0 không là nghiệm của hê (II) nên 


(**) ^ 3 (^) 2 - 8 (3 - VỈ) “ + (45 - 24V2) = 0 
[“=3 \ x ỉịl = 3 




<& 


v =3 „2 

V ÍT 

" ^ 5 _ 8x/2 xy 2 + l 

. V 3 I/ 2 

= 3 (do (3 - V2)t>) 

ỳZ 

onrt /2 1 - Q/Ị.2 „ _ q\ „.2 1 _ 


y 

xy 2 +1 r 8^ 
= 5 — 


+>• xy 2 + 1 = 3 y +> (x — 3) ý 2 + 1 = 0 (* * *) 
Từ (1) ta có: r/ 2 = —X 2 + 7x — 9 thay vào (***) ta được 

(x — 3) {—X 2 + 7x — 9)+l = 0<^> — X 3 + ÍCH 2 — 30x + 28 = 0 

• Với X = 2 ^ y 2 = 1 ^ y = ±1 

• Với X = 4 — \[2 =>• y 2 = 1 + Ự2 =>í/ = ± y/ĨTTI 
Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm 

(x; y) = (2; 1), ( 2 ; - 1 ) ; (4 - a/2; vT+TI) ; (4 - v^; -v/ĩ + TI). 


X = 2 

X = 4 + \/2 (loại) 


(E 


= 4- x/2 


□ 
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PHƯƠNG PHÁP BIÊN ĐÔI ĐĂNG THỨC 

Nhiều bài hệ phương trình tuy nhìn phức tạp nhưng có thể giải bằng những đẳng thức đơn 
giản. Mấu chốt giải những bài toán dạng này là ta phải nhìn ra quan hệ giữa các ẩn số, từ 
đó lập nên những hằng đẳng thức thích hợp. Một số đẳng thức có thể không quen thuộc, nên 
phương pháp này đòi hỏi kinh nghiệm và sự tinh ý. 


Bài tập ví dụ 



© Ý tưởng: Hệ trên tuy là đối xứng loại I nhưng bậc khá cao, việc đưa về s = X + y và p = xy 
có thể gặp nhiều khó khăn. Nhưng nếu ta biết đẳng thức sau: 


X 2 — xy + y 2 = 1 ——— -ị - —— 

y + 1 X + 1 

© Lời giải: ĐKXĐ: x,y —1 


— 1 thì bài toán trở nên đơn giản. 


X y 

Đặt ——— = a, ——— = b ta được hệ phương trình mới: 
y + 1 X + 1 


Từ đó tìm ra nghiệm của hệ là i x 'ĩy) — (0; 1); (1; 0) □ 


a + b = 1 
a 2 + b 2 = 1 


a = 0 
6=1 
a — 1 
6 = 0 



Giải 

© Ý tưởng: Cũng như bài 1, việc đưa về s = X + y và p = xy cần nhiều biến đổi phức tạp và 
rắc rối. Thực ra bản chất bài toán là từ đẳng thức san: 

1 

xy=l& —— + —— = 1 

X + 1 y + 1 

Ta cùng xem kĩ hơn về ý tưởng tạo ra bài toán: 

Đầu tiên ta tạo ra 1 phương trình để cho thỏa mãn xy — 1 chẳng hạn như 

(xy — l)(x 2 + xy + y 2 ) = 0 (*) 

Để thêm phần tinh tế cho bài toán ta biến đổi (*) thành X 2 + y 2 — x 2 y 2 — xy(x 2 -Ty 2 — 1) 

Từ đó lập được hệ phương trình mới: 
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Nhưng muốn che giấu bản chất của bài toán hơn nữa chỉ Cần thông qua phép đổi biến đơn giản 

(*;»)-»(!;!) 

X y 


Cuối cùng lại hệ thành 


X y 1 11 

- + --— = -p _ 1 

y X xy X 2 y 2 


X y 

+ y 


X + 1 y + 1 
Đây cũng chính là lời giải cho bài 2! □ 


X 2 — xy + y 2 
xy 


i_ 2 = ^ 

y xy 2 


xy 


Bài 3: Giải hệ phương trình 


(x + l) 2 (y + 2) 2 


( 1 ) 

1 ( 2 ) 


Giải 

. . . _ 1 

© Y tưởng: Từ (1) ta có: (xy — 2)(-b + 1) = 0 xy = 2 

ir 

x 2 _ _ 

Nhưng nếu từ đây thế X — - vào (2) thì sẽ rất phức tạp. Vậy ta thử tìm một quan hệ giữa 

y 

1 2 

——— và ——— (vì hai biểu thức này xuất hiện ở (2)). Khi đó ta lại để ý đến đẳng thức sau: 

x+ l y + 2 y y v J 6 

1 2 

xy = 2<^> ——- H-—— = 1 

X + 1 y + 2 

Đến đây thì mọi chuyện trở nên đơn giản. 

© Lời giải: 

ĐKXĐ: x^-1; y í -2 
Hệ đã cho tương đương: 


xy = 2 
1 


+ 


{x + lf (y + 2) 2 


= 1 




1.2 

—7 H- T-r = 1 

x + 1 y + 2 
1 , 4 

+ 


(x + l) 2 (r/ + 2) 2 


= 1 


Đặt a — 


X + 1 ' 


b = 


y + 2 


(a, b Ỷ 0) ta có 


a + b = 1 
2 + b 2 = 1 




a = 0; 6=1 
a — 1; 6 = 0 


(loại) 


Vậy hệ vô nghiệm. □ 


Bài 4: Giải hệ phương trình 

'u 2 + l l+y 2 


u z 

u 2 + V 2 = 1 


+ u 2 — u 2 




1 + u 2 1 + V? 


+ 


u 2 — u 2 


= 9u 2 (1) 

( 2 ) 


Giải 
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© Ý tưởng: 

m ,b —cc —aa — b., a b c , „ , „ . . 

Ta có mệnh đề sau: (--t-—— + —-1-1-——) = 9 -v=> a + b + c = 0 (*) 

a b c b — c c — a. a — b 

* Chứng minh: 

,, ,, , X — y y — z . z — X — (x — y)(y — z)(z — x) 

Xuất phát từ đẳng thức: —-— + - — + — = --——-—- 

z X y xyz 

Đặt X — b — c,y — c — a, z — a b => X — y — —3c, y — z = —3 a, z — X — —3 b 

Thế thì 

—3a —36 —3c —27 abc 

b — c c — a a — b (b — c)(c — a)(a — b) 

Đẳng thức trên tương đương với điều phải chứng minh. 

Áp dụng mệnh đề trên ta có lời giải sau: 

© Lời giải: 

Áp dụng (*) với a — u 2 ,b — V 2 , c = — 1 từ (1) ta suy ra 9 = 9 ú 2 . 

ị 9 = 9u 2 ị u = ±1 

Vậy ta có hệ tương đương: < < 

1 u 2 + V 2 = 1 1 V = 0 

Vậy hệ có nghiệm (rt; v) — (1; 0); (—1; 0) □ 


X + y + xy = 3 

Bài 5: Giải hệ phương trình ^4 4 


X + 1 


5y + 9 X + 6 1 + (x + 1) {y + 2) 


( 1 ) 

( 2 ) 


Giải 


© Ý tưởng: Từ (1) ta để ý đến cách phân tích quen thuộc là (X + l)(y + 1) = 4. 
ở (2) cũng có X + 1 và y + 1 nên ta nghĩ tới đặt a — X + 1; b — y + 1. Tuy nhiên mấu chốt của 


bài toán chính là đặt c = 4 để từ (1) có abc — 1. 

'4 

1 1 1 

Khi đó ta lại có mệnh đề sau: abc = 1 -v^ ———— 7 + _ 7 — h 


Từ đó ta đi đến lời giải: 

© Lời giải: 

1 

Đặt X + 1 = a, y + 1 = b, - — c ta có hệ phương trình 


1 + a + ab 1 + ò + bc 1 + c + ca 


= 1. 


abc — 1 

1 


x + 1 


1 1 
1 + a + aò 1 + b + bc 1 + c + ca 2 


Lại có: 


111 l a ab 

1 + a + ab 1 + 6 + bc 1 + c + ca 1 + a + aò a + ab + abc ab + abc + a 2 bc 


= 1 


X \ 

Thay vào phương trình sau được 1 = —-— 
Vậy hệ có nghiệm duy nhất là (x]y) — (1; 1) □ 


Ox=l-&y = l 


^ , , x 2 + y 2 = 2 

Bài 6: Giải hệ phương trình sau: < 

(x + y)(l + xyỴ = 32 
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Giải 

© Ý tưởng: Rõ ràng không thể giữ nguyên (1 + xy) A . Muốn vậy ta chú ý tới đẳng thức 
2xy + 2 (x + y) 2 , 

xy + 1 = —— = -——. Đên đây bài toán trở nên đơn giản. 

© Lời giải: 

ị X 2 + y 2 — 2 

Hệ đã cho được viết lại thành: < 

{(x + y)(2 + 2xyý = 2 9 

Thay X 2 + y 2 = 2 vào phương trình thứ 2 ta có 

{x + y)(x 2 + y 2 + 2 xyÝ = 2 9 (x + y) 9 = 2 9 X + y = 2 
[ X 2 + y 2 = 2 

Vậy ta có hệ < <{=>■ X = y — 1 

1 X + y = 2 

Vậy nghiệm của hệ là (x ;ỉ /) = (l;l) □ 

© Nhận xét: Ý tưởng chính của bài toán chính là dùng phép thế để đưa về đẳng thức đồng 
bậc. Khi đó việc giải sẽ dễ dàng hơn. Ta xét một số ví dụ tương tự: 


ị X 2 + y 2 = 2 

Bài 7: Giải hệ phương trình < 

{ (x + ỉ/) (4 - x 2 y 2 - 2xy) = 2y 5 


Giải 


© Ý tưởng: Xét phương trình thứ hai. Để ý X + y có bậc nhất, 4 — X 2 Í/ 2 — 2 xy có bậc 4 nhưng 
các hạng tử chưa đồng bậc. Vì vậy ta nghĩ tới phép thế từ phương trình đầu để tạo biểu thức 
thuần nhất. 

© Lời giải: Thay phương trình thứ nhất vào phương trình thứ 2 ta có: 


(x + ỳ) ị(x 2 + y 2 Ỵ — xy(x 2 + y 2 ) — x 2 y 2 — 
(x + ỳ) [x 4 + y 4 + x 2 y 2 — xy(x 2 + y 2 )] — 


X 5 + y 5 — 2y 5 X = y 


Kết hợp với phương trình đầu ta tìm được nghiệm của hệ là (x; y) 


2y 5 

2 y 5 

= ( 1 ; 1 ),(- 1 ;- 1 ) □ 


ị 3x 3 - y 3 = — ^ 
Bài 8: Giải hệ phương trình sau < x ' y 

\ X 2 + y 2 = 1 


( 1 ) 

( 2 ) 


Giải 


© Y tưởng: Nhìn vào hệ ta dễ dàng nghĩ đến việc thế số 1 từ phương trình (2) vào phương 
trình (1) để có phương trình thuần nhất. 

© Lời giải: 

ĐKXD: X + y Ỷ 0 

Phương trình (2) tương đương với (x 2 + y 2 ) 2 = 1 
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Thế vào phương trình (1) ta được: 

(3x 3 - y 3 ) (x + y) = (x 2 + y 2 ) 2 

3x a — y 4 + 3 x 3 y — xy 3 = X 4 + y 4 + 2 x 2 y 2 
<í=> 2x 4 + 3 x 3 y — 2 x 2 y 2 — xy 3 — 2 y 4 — 0 


(x — y) {x + 2 y) (2x 2 + xy + y 2 ) =0 




x = y 
X — —2 y 

2x 2 + xy + y 2 = 0 


* Với 2x 2 + xy + y 2 — o^x — y — 0 (không thoả X 2 + y 2 = 1). Trường hợp này loại. 

* Với X — y ta có: 

r 1 

X = y = —— 

2x 2 = l^x 2 = ị^ ^ 

[ n/2 

* Với X — —2y ta có: 

f 1 -2 

y — — 7 =; X — —7= 

= w = I f 

L y _ V5 ;a: “ V6 

Két luận: Hê có nghiêm (*;„) là (=|; 2=) 1 (Y; (2) ; (V; 2=) ; (V2 (2) □ 

í X 3 + 4y — y 3 — 1&X — 0 
Bài 9: Giải hệ phương trình sau < 

y y 2 = 5x 2 + 4 

Giải 


, ị X 3 — y 3 = 4(4x — y) (1) 

© Y tưởng: Hệ phương trình có the viết lại như sau: < 

[y 2 -5x 2 = 4 (2) 

Từ đó ta nghĩ đến việc thế (2) vào (1) để có phương trình thuần nhất. 

© Lời giải: 

Hệ phương trình tương đương: 


X 3 — y 3 = 4 (4x — y) 
y 2 — 5x 2 — 4 


X 




- y 3 = (y 2 - 5x 2 ) (4x - y) 


y 2 — 5x 2 — 4 


21x 3 — 5 x 2 y — 4xy =0 [ X (7x — 4y) {3x + y) = 0 

< „ <=> { 

y 2 — 5x 2 = 4 \ y 2 — 5x 2 = 4 


& < 


X = 0 

7x 
y= 4 
y — —3x 


[y 2 — 5x 2 — 4 


* Với X = 0 ta có y = ±2 

*v«v-ị~ựỉf- 


5x 2 — 4 <=> 


-31 

"Ĩ5~ 


X 2 — 4 (Vô nghiệm) 
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* Với y — —3x (— 3x) 2 — 5x 2 = 4 X 2 = 1 

_x = -l;y = 3 

Kết luận: Hệ có nghiệm (x; y ) là (0; 2); (0; —2) ; (1; —3); (—1; 3) □ 


Í X^ — Sx — y ^ ~\~ 2 y 

( Hà Tĩnh TST 07-08) 

X 2 - 3y 2 = 6 


, Ị X - y 3 = 2 (4x + y) (1) 

Hệ phương trình có the viết lại như saư: < 

[x 2 -3y 2 = 6 (2) 

Ta nghĩ đến cách đồng bậc (1) bằng cách dùng phép thế từ (2). Nhưng trước đó ta phải làm 
xuất hiện số 6 ở (1) nên biến đổi: 

Ị 3 (x 3 -y 3 ) =6 {4x + y) Ị 3 (x 3 - y 3 ) = (x 2 - 3y 2 ) {Ax + y) 


X 2 - 3y 2 = 6 


a; 2 - 3y 2 = 6 


X = 0 

X — 3 y 


[ X 3 + x 2 y — 12 xy 2 = 0 [ X (x — 3 y) (x + 4y) = 0 X — 3y 

\ X 2 — 3 y 2 = 6 \ X 2 — 3 y 2 = 6 I X = —Ay 


X 2 — 3 y 2 — 6 


Với X — 0 ^ y 2 — —2 (vô nghiệm) 


* Với X — 3y ^ (3 yj 2 — 3 y 2 = 6 y 2 = 6 


y = l-x = 3 
y = -1-x = -3 


* Với X — —4 y (—4 yj 2 — 3 y 2 = 6 43- y 2 = ^ 




.( I 6 / 6 \ ( I 6 Ị 6 \ 

Kết luận: Hệ có nghiệm (x; y) là (3; 1); (-3;-1); -4Ww ; 4W-W - □ 


Bài 11: Giải hệ phương trình 


X 2 + y 2 + xy = 3 

X 5 + y 5 + 15xr/(x + y) = 32 


© Y tưởng: Ta cần tìm mối quan hệ giữa các hạng tử trong hệ. Muốn vậy ta chú ý tới hằng 
đẳng thức (x + y) 5 = X 5 + y 5 + 5 xy(x + y)(x 2 + xy + y 2 ). 

© Lời giải: 

Hệ đã cho được viết lại như sau: 


X 2 + y 2 + xy = 3 


X 2 + y 2 + xy — 3 


X 5 + y 5 + 5.3 xy(x + y) = 32 X 5 + y 5 + 5 xy(x 2 + xy + ỉ/ 2 )(x + y) = 32 


Công việc tiêp theo trở nên đơn giản: 


(*) ^ 


X 2 + y 2 + xy — 3 x + y = 2 


a: + y = 2 


4» < 44 x — y — 1 

\xy = 1 
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© Ý tưởng: Khai triển vế phải của hai phương trình. Để giải bài toán ta chỉ Cần chú ý công 

Í x 5 + 5 x A y + lCte 3 ư 2 + 10 x 2 y 3 + 5 xy 4 + y 5 = (x + y ) 5 
X 5 — 5 x A y + 10x 3 ỉ/ 2 — 10 x 2 y 3 + ÕXĨ/ 4 — y 5 — (x — y) 5 


© Lời giải: 

Hệ tương đương 


— + = 3(x 4 + y 4 ) + 10x 2 ỉ/ 2 

a: 2 y 

-~ị = 2(y‘-x i ) 

X 2 y 


Cộng trừ 2 phương trình ta có: 


— = 5 y 4 + X A + 10 x 2 y 2 

ĩ _ ' _ , , 

- = 5a: 4 + y A + 10x 2 y 2 

y 


2 = 5xĩ/ 4 + X 5 + 10a: 3 |/ 2 
1 = Õ7/X 4 + y 5 + 10x 2 y 3 


Lại cộng trừ 2 phương trình ta có: 


(x + y) 5 — 3 
(x - yf = 1 


Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm là: (x; y) = (——-—; ——pr - 


Sau đây là một số lời giải bằng cách ghép hằng đẳng thức để tạo ra những đại lượng không âm. 



Cộng 2 phương trình trên vế theo vế ta thu được: 

(x - 2) 2 + (y- 3) 2 + (^3^2 - 2) 2 + (y/4y - 3 - 3) 2 = 0 
Từ đó tìm được nghiệm của hệ là (x; y) — (2; 3) □ 
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Giải 


Ta có: 


—I-1— —-õ 


/11 IV /1 1 1 

(1)=^ (“ + “ + “) — 4 — 

\x y z J \x y z J xyz- 

1 1 1 2 2 2 2 1 
44 —^ H—õ H—õ H-ỉ-t —-õ 


X z 


y 2 z 2 


xy yz zx xy z z 


/1 . 2 . 1\./1 . 2 . 1 \ 

\x z xz Z 1 ) \y z yz Z Á J 

~G + Ỉ) + G + ĩ) =0o |i! 

^ y 

Thế vào hệ ta tìm được nghiệm (x; y] z) — □ 

—__ í (2 - x) (1 - 2x) (2 + ỳ) 

Bài 15: Giải hệ phương trình < 


+ l + = ỉ** = v 


— y — —z 


(2 - x) (1 - 2x) (2 + ỳ) (1 + 2 ỳ) = iVĩÕzTĨ (1) 
X 2 + y 2 + z 2 + 2 xz + 2yz + x 2 y 2 + 1 = 0 (2) 


Ta có: 


(2) 44 (x + y + z) 2 +(aư/ — l) 2 = 0 44 


Thay vào (1), ta được: 


Giải 


1 £ + 2/ + z = 0 

z = -(x + y) 

< ^ 4 

1 ^ { 

H 

ccộ 

1 

1— 1 

o 

y = - 


^ X Ị 


z = — 

1 


1 

X 4— 

X 


y = 


X 


(2-*)(l-2*)|2 + |) (l + |)=4jl-lũ(*+i 


«(2-*)(l-2*)(?ĩ±l) (^Wl-lo(* + ỉ 


(4 — X 2 ) (1 — 4x 2 ) ( 1 

^ — = 4 t/ o( * 


^i[x 2 + - -17 = 4Jl-10Ìx+^)(3) 


Đặt: í = a; + — =4 

X 


Từ đó ta có: 


í |í| > 2 

h 2 + 3= (2 -2 

V 24 

(3) 4» 4 (í 2 - 2) - 17 = 4 vT - lOi 
4» 4í 2 - 25 = 4 vT - 10Í 
4» (4í 2 - 25) 2 - 16 (1 - 10Í) = 0 
44 (4í 2 - 20í + 29) (2 1 + 3) (2 1 + 7) = 0 

44 t — —^ (do |í| ^ 2) 44 X + - = —^ 

Á oc Zj 

44 2x 2 + 7 x + 2 = Ũ44x= — ^ 

4 
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-7 + V33 . -7-V33 . 7 

© Với X = - Ỳ — =>y= - Ỵ 1 — =» 2 = 2 

—7 — y/33 . -7 + ^33 . 7 

© Với X — - Ỵ -— => y — - Ỵ -— =4» z = - 

Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm là 
, (-7 + a/33 -7 - a/33 7^ ( -7 - v/33 -7 + v/33 7^ 

wy’ z )-y 4 5 4 ; 2j , [ 4 ; 4 ’ 2 J D ' 

Bài tập tự luyện 


Giải hệ phương trình: 

{ xy — X = 2 

1ị1 + -Ị6 =1 

(x+l) 4 (y + l) 4 


2 ) 


X 3 + 5 xy 2 — 3 y 3 
X 2 + 2 xy — 1 


2 X — y 


{ X 5 + y 5 _ 31 
x 3 + y 3 7 
X 2 + xy + y 2 — 3 


4 ) 


X 3 + y 3 — xy 2 — 1 
ẩx 4 + y A — 4x — y = 0 


X 2 + y 2 = 4 

8a: 2 + X 5 = % 2 + r/ 5 
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PHƯƠNG PHÁP DÙNG ĐƠN ĐIỆU HÀM số 
Lý thuyết 

► Định lý 1 : Nếu hàm số y=f(x) luôn đồng biến (hoặc luôn ngịch biến) thì số nghiệm của 
phương trình : f(x) — k không nhiều hơn một và f(x) — f(y) X = y. 

► Định lý 2 : Nếu hàm số y=f(x) luôn đồng biến (hoặc luôn nghịch biến) và hàm số y=g(x) 
luôn ngịch biến (hoặc luôn đồng biến) trên D thì số nghiệm trên D của phương trình: f(x)=g(x) 
không nhiều hơn một. 

► Định lý 3 : Cho hàm số y=f(x) có đạo hàm đến cấp n và pt f( k \x) = 0 có m nghiệm, khi 
đó pt / (fc_1) (a:) = 0 có nhiều nhất là m+1 nghiệm. 

Như vậy, bản chất của vấn đề chính là việc phân tích 

g(x) = h(y ) 4» f(p(x)) = f(q(y )) 

Sau đó ta sẽ xét tính đồng biến , nghịch biến của hàm đặc trưng f(x). Trong đó để tiện cho 
việc đánh giá thì ta thường biến đổi hàm đặc trưng f(x) thành một hàm đa thức .Và để có thể 
làm được điều đó thì chúng ta cần sủ dụng , kết hợp khéo léo 2 kĩ thuật đặt ẩn phụ và hệ số 

bất định. 

© Chú ý: Hàm số đặc trưng f(x) không có tính duy nhất , tức là nếu từ một phương trình nào 
đó ta rút ra được 1 hàm số đặc trưng thì chắc chắn còn có thể tìm được hàm số thứ 2, và Vấn 
đề của chúng ta là làm sao có thể tìm được 1 hàm số đơn giản về mặt ý tưởng , cũng như đơn 
giản trong việc đánh giá ( xét tính đơn điệu ) của nó trong bài toán. 


Bài tập ví dụ 


Bài 1: Giải hệ phương trình: 


(/) 

1 tan X — tan y = y — X (1) 

( Olympic 30-4 năm 2005) 

[ Vỹ+Ĩ- 1 = y/^Vy + 8 (2) 


Giải 


© Ý tưởng: Ta thấy bài toán dạng này rất đặc trưng cho phương pháp được nêu và cách ra đề 
này cũng thường hay được sử dụng trong các đề thi CĐ - ĐH, thi HSG. Điều quan trọng là 
Cần chứng minh được X = y từ hệ trên. 

© Lời giải: 

-1 <y 

Vy + 8 ^ x 

Từ phương trình ban đầu ta được : tan X + X = tan y + y 
Như vậy hàm đặc trưng của phương trình là f(t) — tant + t. 

Lại có f'(t) — —Vr— + 1 > 0 nên /(í) là một hàm đồng biến trên tập xác định, suy ra X = y. 
cos 2 t 

Thế vào (2) ta có: 


ĐK:< 
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Vỹ + 1 - 1 = Vv- V'ị - ;s w V Ạ/ + I - Vv - 'Vị - 8 + 1 «j/ + 8 = 4j/ - I ựy + 8 

, " íôt 

4=r- 3y — 8 = 4 y/y + 8 <=> < 3 y = 8 

{ 9y 2 - 48 y + 64 = 16ỉ/ + 128 
Vậy rr = y = 8 là, nghiệm duy nhất của (/) □. 

© Nhận xét: ở bài toán trên bản chất của vấn đề đã được thể hiện rất rõ ràng ngay ở phương 
trình đầu tiên. Nên có thể nhận xét rằng đây là một bài toán dễ trong việc nhận ra ý tưởng 
của phương pháp. 


Bài 2: Giải hệ phương trình (//) 


(x + a /1 + x 2 )(y + y /1 + y 2 ) = 1 ( 1 ) 
x^/6x — 2 xy + 1 = 4 xy + 6x + 1 (2) 


Giải 


© Ý tưởng: Nhìn qưa ta thấy (2) có vẻ dễ khai thác hơn thông qua việc bình phương để 
tìm quan hệ giữa x,y. Nhưng thật ra mấu chốt của bài toán lại là (1). Chỉ cần để ý rằng 

- — —y + \Jy 2 + 1 thì ta đã giải quyết xong. 

y + y/y 2 + 1 

© Lời giải: 

ĐKXĐ: 6x — 2 xy + 1 ^ 0 (*) 

Ta có: (1) X + \J X 2 + 1 = — y + y/y 2 + 1 f(x) — f(—y ) với /(í) = t + v^ 2 + 1 
Lại có: /'(í) = — 7 = = > ỆịL ^ 0 do đó /(í) đồng biến trên M. 

w V¥+ĩ V^TĨ 

Vậy /(x) = f(—y ) -v=> X = —y. Thế vào (2) ta có: 


rr\ 2 25x 2 


a;\/6x + 2x 2 + 1 = —Ax 2 + 6x + 1 ^V2a; 2 + 6x + 1 — 2 ) ^ = 




V 2a; 2 + 6x + 1 = 3x 
yj 2x 2 + 6x + 1 = —2x 


—_— . 2x 2 + 6a; + 1 = 9a: 2 

* Nêu V2a: 2 + 6a; + l = 3a:<^'( <t»:r=l=^ỉ/ = —1 

X ^ 0 

^ , ——-- ị 2x 2 + 6a; + 1 = 4x 2 3 — \/ĩĩ 

% Nếu \/2x 2 + 6 x + 1 = —2x <=> <( ■<=> X = -—--— => y 

X ^ 0 2 

Thử lại (*) ta thấy (//) có nghiệm (x;y) — (1; —1); (———— 77 ^—-) 1=1 


-3 + Vĩĩ 


Bài 3: Giải hệ phương trình (///) 


+ 4 (2x + 1) = Vỹ^ĩ + 32/ (1) 
(x + ?/) (2x — ỳ) + 4 = — 6x — 3 y (2) 


Giải 


© Ý tưởng: Ta thấy (1) có dạng đơn điệu, nhưng không thể tìm được hàm số đặc trưng. Như 
vậy rõ ràng ta phải thay đổi X hoặc y. Chuyển qưa phân tích (2) thì thấy rằng 
(2) (x + y + l)(2a; — y + 4) = 0. Vậy ta đã tính được y theo X, từ đó việc xây dựng hàm đặc 
trưng cho (1) trở nên dễ dàng vì chỉ còn một ẩn. 

© Lời giải: 
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ĐKXĐ: X ^ -,y ^ 1 (*). 

3 

Ta có: 

(2) <í=> (x + y)(2x — y) + 4 = —ị(x + y) — (2x — y) o (x + y + l)(2x — y + 4) = 0 

2 / = 2a; + 4 ( do (*) a; + 2 / + 1 ^ - > 0). Thay vào (1) ta được: 

o 

\/3x — 1 + 2x — 8 = \/2x + 3 -v=> 2 (3a: — 1) + \/3x — 1 = 2 (2a: + 3) + a/2o: + 3 
Xét hàm số / (í) = 2t 2 +1 với t ^ 0. Phương trình (12) có thể viết lại thành 

/ (y/3x - 1) = / (a/2x + 3 ) 

Ta có f' (t) — 4í + 1 > 0 Ví > 0 nên hàm số / đồng biến trên (0; + 00 ). Do đó 

V3x — 1 = \/2x + 3 X = 4 y = 12. 

Vậy (///) có nghiệm (x,y) — (4,12) □ 

, ... í X 3 + X — 2 = y 3 + 3 y 2 + 4 y (1) 

Bài 4: Giải hệ phương trình (IV) < 

1 X 5 + y 3 + 1 = 0 (2) 

Giải 

© Ý tưởng: Rất tự nhiên ta nhìn vào từng PT để đánh giá với mục đích tìm mối quan hệ giữa 
hai biến. 

Từ (1) ta thấy rằng 2 vế là 2 đa thức độc lập của 2 biến X ,y và cùng bậc. Như vậy việc áp 
dụng phương pháp sử dụng tính đơn điệu có cơ hội thành công rất cao. Và đây cũng là lúc 
chúng ta dùng tới kĩ thuật hệ số bất định. 

Đầu tiên, ta chọn một đa thức bất kì làm chuẩn ở (1). Dễ thấy nên chọn đa thức bên vế trái 
vì nhìn nó đơn giản hơn. Với ý tưởng đó ta được hàm số đặc trưng /(í) = t 3 +1 — 2 , như vậy 
việc của chúng ta Cần làm đó là phân tích : 

y 3 + 3 y 2 + 4 y = g 3 (y ) + g(y) - 2 

Rõ ràng g(y) có dạng g(y) = y + b từ đây ta khai triển và được 6=1 

Như vậy ta có phương trình X 3 + X — 2 — (y + l) 3 + (y + 1) — 2 tới đây thì ý tưởng giải bài 
toán đã được hoàn thiện. 

© Lời giải: 

Từ (1) ta có 

X 3 + X - 2 = (y + l) 3 + (y + 1) - 2 (*) 

Xét hàm số đặc trưng: f(t) — t 3 + t — 2 có /'(í) = 3í 2 + 1 > 0, Ví G M 
Sưy ra /(í) đồng biến trên M , Kết hợp với (*) ta được X = y + 1 
Thế vào (2) suy ra: 

X 5 + (x — l) 3 + 1 = 0 X 5 + X 3 — 3x 2 + 3x = 0 

{ X — 0 

X 4 + X 2 — 3x + 3 = 0 (vô nghiệm) 
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Vậy (IV ) có nghiệm duy nhất (x;y) — ( 0 , 1 ). □ 


. _ , Ux 2 + l)x + (y - 3)J5 - 2y = 0 ( 1 ) _ _ 

Bài 5: Giải hệ phương trình ( V ) ị n n (ĐH khối A 

' 4x 2 + y 2 + 2V3 - 4x = 7 (2) 

2010 )_ 


Giải 

© Ý tưởng: Khó có thể khai thác gì từ (2), do đó ta sẽ bắt đầu phân tích từ (1). Phương trình 
này có X, y tách biệt nên khả năng dùng đơn điệu là cao. Vậy ta biến đổi phương trình về dạng 

g(x) = h(y) <=> (4x 2 + l)x = (3 - y)y /5 - 2 y 


a 3 a 


Đặt y/f> - 2 y = a=>y= 2 ° và (3 - y)ỰE - 2 y = (3 - 2 ° )a = - .a = Ỷ + 2 

t 3 t 

Ta hi vọng rằng /(í) = 2^2 ^ hàm đặc trưng mà ta cần tìm. Vậy cần phải phân tích 

(4x 2 + l).x — 4x 3 + X = —Y —+ ^2 ~ • Rõ ràng p(x) có dạng mx + n , dùng hệ số bất định ta 

t 3 t 

thu được m — 2; n — 0 =>■ p(x) = 2x. Như vậy hàm số đặc trưng chính là /(í) = — + 4 
3 5 

© Lời giải: ĐK: X ^ y ^ 2' 

Ta có 




t 3 t 3 ị 2 1 

Xét hàm số đặc trưng : /(í) = — + h có f'(t) — -4- + ^ > 0 ,vt E 


X > 0 


Suy ra hàm f(t) là hàm đồng biên trên M , hay : 2x — y/5 — 2y 

{ 4x 2 = 5 - 2y 

Tới đây ta thế vào (2) ta được : 

4x 2 + (ị-2x 2 ) + 2\/3 - 4x - 7 = 0 

5 2 _ 3 

Xét hàm số g(x) — 4x 2 + (2 — 2x 2 ) + 2\/3 — 4x — 7 có gí'(í) > 0, Vx ^ ^ suy ra < 7 (x) đồng biến 

,1 1 

trên TXĐ , lại có g(^) = 0=>x=^=>y = 2 

1 

Vậy V có nghiệm (x]y) — 2) □. 


Bài 6: Giải hệ phương trình (VI) 


x* + xy* = y 10 + y°( 1) 

\/4ÍT5+ Vỉ/ 2 + 8 = 6(2) 


Giải 

© Ý tưởng: Nhìn vào hệ trên ta thấy rằng không thể dùng phép thế. Phương trình 1 có 2 ẩn 
không độc lập với nên ta nghĩ tới việc thử nhóm lại và phân tích nhân tử, lại có X — y 2 là một 
nhân tử chung, tuy vậy việc phân tích ra là tương đối phức tạp khi phải dùng hằng đẳng thức 
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liên quan tới A 5 — B 5 . 

Ta cùng xét cách khác đơn giản hơn. Với dự đoán X — y 2 là mối quan hệ duy nhất của X ,y ta 
nghĩ tới dùng đơn điệu. Hãy thử đánh giá: 

( 1 ) có hạng tử xy 4 mà trong việc xét hàm đặc trưng ta lại chì có thể xét hàm một ẩn như vậy 

một điều rất tự nhiên là ta tìm cách biến đổi sao cho (1) trở thành PT có 2 ẩn tách biệt. Và 

chia 2 vế cho y 5 là cách duy nhất giúp chúng ta giải quyết được tất cả vấn đề nêu trên. Ta 

cùng đi đến lời giải chi tiết: 

© Lời giải: 

ĐK: X > ^ 

4 

Dễ thấy y — 0 không thoả hệ. Với Ỵỹl 0 chia cả 2 vế của PT(1) cho y 5 ta được: 

(1 )^S + ^ = y 5 + y (*) 

y ỗ y 

Xét hàm số đặc trưng /(í) — t 5 + t có f(t) = 5í 4 + 1 > 0, Ví G M 
Suy ra f(t) đồng biến trên M , kết hợp với (*) ta được: — = y -v^ X = y 2 

r __ __ y 

Thế vào PT(2) ta được \J4x + 5 + \Jx + 8 = 6 (**) 

_5 

Ta có X — -Ỵ- không thoả (**). Đặt VT(**) = g{x). 

2 1 —5 v __ —5 

Ta có g'(x) = , + -— . > 0 \/x > — - do đó q(x) đồng biến trên (— 7 -; + 00 ) 

v ' V4x + 5 2y/VTễ 4 y w v 4 ' 

Lại có g( 1) = 6 nên (**) có nghiệm duy nhất x — 1. Suy ra y = ±1. 

Vậy (VI) có nghiệm (x;y) — (1 : 1); (1; —1) □ 

© Nhận xét: Với những phương trình có bậc cao thì việc hạ bậc và đặt ẩn phụ rất hữu ích. Ta 
cùng xem qua một số bài tương tự: 

í X 3 (4y 2 + 1) + 2 (x 2 + 1) Jx = 6 (1) 

Bài 7: Giải hệ phương trình (VII) { „ / / —— \ , 

1 6 v ’ \ x 2 y (2 + 2v % 2 + lj = X + V^TĨ (2) 


Giải 


ĐKXĐ: X ^ 0. 

Nếu X — 0, từ phương trình thứ hai của hệ ta có 0 = 6 (sai). Vậy X > 0, chia cả hai vế của (2) 
cho X 2 ta thu được 

2y (1 + yvTĩ) = ị (1 + yĩTT) (3) 

Xét hàm số / (t) — t (1 + y/l + í 2 ) với í G K, phương trình (3) có thế viết lại thành 

ỉ(2y) = /d) 

X 

2t 2 +1 _ 1 

Ta có f (í) = 1-1— > 0 Ví G M, do đó 2 y — -.Thay vào (1) ta có 

vt 2 + 1 X 

X 3 + X + 2 [x 2 + 1 ) \fx — 6 = 0 X 3 + X — 6 = — 2 (x 2 + 1 ) yfx (4) 

Xét các hàm số g (x) = X 3 + X — 6 , h (x) — —2 (x 2 + 1) ựx với X G (0; + 00 ). 

Dễ thấy g(x),h(x) đơn điệu ngược chiều trên (0;+ 00 ) và g( 1) = h( 1) nên (4) có nghiệm duy 
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nhất X = 1 =>- y — 

y 2 

Vậy (VII) có nghiệm (x,y) — 1 

V' 

□ . 



Bài 8: Giải hệ phương trình (VIII) < 

[ (V X 2 + 1 — 3 x 2 y + 2j 
[ x 2 y — X + 2 = 0 

1 (Vv + 1 + l) 

1 = 8 xV 


Giải 


Với X = 0 hoặc y = 0 thì hệ vô nghiệm. 

Với X Ỷ 0 và y Ỷ 0.Phương trình (1) tương đương với 


\Jx 2 + 1 — 4 x 2 y + 


X 


Ảy z = 8 x 2 y 3 


V V + 1 - 1 


\Jx 2 + 1 — 4x 2 y + 


X 


vV + 1-1 


= 2xV 




\/x 2 + 1 — 4 x 2 7/ + X = 2 x 2 y\/ấy 2 + ĩ — 2x 2 y \/x 2 + 1 + X = 2x 2 ĩ/ ^ \/4y 2 + ĩ + 


1 

- 

X 


\/J + ^+lj =2y(v / (2») 2 + 1 + 1 ) (3) 


£ ị 2 ]_ ,/+2 1 ị 

Xét hàm số: /(í) = í (Ví 2 + 1 + l) có /'(í) = V 2 + n— . + 1 = - = - > 0 

w y ' w #ĩĩ w 

Nên hàm số /(í) = t (V 2 + 1 + l) đồng biến trên M 
Từ phương trình (3) ta có 

/ = / (2y) ^ i = 2y ^ 2xy = 1 

\x/ X 

Thế vào phương trình (2) ta có: 

{ X = 4 

l 

y 8 


Kết luận: Hệ có nghiệm (x; y) — 



□ 


í X 3 - 3x 2 + 2 = vV + 3 y 2 (1) 

Bài 9: Giải hệ phương trình (IX) < ___ 

[3v/x-2 vV-% (2) 


Giải 

© Ý tưởng: Chúng ta lại bắt đầu tìm tòi từ cái đơn giản tới phức tạp 

Từ (1) để ý rằng ta đã có dạng g(x) — h(y) như mong muốn như vậy ý tưởng dùng tính đơn 
điệu để xét hàm đặc trưng đã xuất hiện. Và, sế tốt hơn nếu g(x), h(y) là hàm đa thức. Vậy ta 
thử bình phương để loại bỏ căn thức: 

(1) 4» (x 3 - 3x 2 + 2) 2 = y 3 + 3 y 2 

Công việc tiếp theo là tìm hàm đặc trưng. Dễ thấy h(y) = y 3 + 3 ý 1 là lựa chọn tốt vì đây là 
hàm số đơn giản và đồng biến trên [0; +oo]. 
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Ta sẽ Cố gắng phân tích (x 3 — 3x 2 + 2) 2 = q 3 (x) + 3 q 2 (x) . Đồng nhất hệ số sẽ tìm được 
q(x) = X 2 — 2x — 2. Suy ra X 2 — 2x — 2 = y (chú ý điều kiện có nghiệm là 
X 3 — 3x 2 + 2 = (x — l)(x 2 — 2x — 2) ^ 0 => X 2 — 2x — 2 ^ 0 do X ^ 2). 

Nhưng câu hỏi đặt ra là, việc khai triển và đồng nhất hệ số với (x 3 — 3x 2 + 2) 2 khá phức tạp. 
Lại chú ý rằng hàm số đặc trưng không phải là duy nhất. Liệu có một hàm số nào đơn giản 
hơn? Vậy 1 điều tự nhiên là ta sẽ đi tìm cách đặt ẩn phụ : 1 hàm chứa căn nào đó để không 
phải luỹ thừa. 

Để ý rằng (1) X 3 — 3x 2 + 2 = \/y 3 + 3 y 2 X 3 — 3x 2 + 2 — yựỹ + 3 

Như vậy ta sẽ đặt a — y/ỹ + 3 =4» y = a 2 — 3 , yy/y + 3 = (a 2 — 3)a = a 3 — 3a 

Phân tích hoàn toàn tương tự như các ví dụ trước , ta được (x — l) 3 — 3(x — 1) = (y/y + 3) 3 — 

3 y/y + 3 và hàm đặc trưng f(t) — t 3 — 3 1 là hàm đồng biến trên [1; +oo] .Như vậy ý tưởng đã 

rõ ràng. 


© Lời giải: 

ĐKXĐ: X ^ 2; y ^ 0 
Ta có: 

(1) -v^ X 3 — 3x 2 + 2 = y\Jy + 3 -v^ (x — l) 3 — 3(x — 1) = (y/y + 3) — 3 y/ỹ + 3 


Xét hàm đặc trưng /(í) = t 3 —3t có f'(t) = 31 2 — 3^ 0, Ví ^ 1 (vì y/y + 3 ^ v/3; X — 1 ^ 1 ) 
Sưy ra hàm số đồng biến trên [1; +oo] , hay X — 1 — \Jy + 3 -v^ y = X 2 — 2x — 2 
Thế vào (2): 

( 2 ) 9(x—2) — y 2 +8y 9(x—2) — (x 2 — 2x — 2) 2 +8(x 2 —2x—2) X 4 —4:X 3 +8x 2 — 17x+6 = 0 


(x — 3)(x 3 — X 2 + 5x — 2) = 0 


X — 3 

X 3 — X 2 + 5x — 2 = 0 


Xét Q(x) — X 3 — X 2 + 5x — 2 có Q'(x) — 3x 2 — 2x + 5 > 0, \/x suy ra đây là một hàm đồng biến 
trên M 

Lại có X ^ 2 =>■ Q(x) ^ Q( 2) = 13 > 0 suy ra phương trình Q(x) = 0 vô nghiệm. 

Vậy (/ X) có nghiệm (x;y) — (3; 1) □. 

© Nhận xét: Những bài toán trên đã cho thấy có nhiều cách để đưa hai vế của một phương 
trình về hàm đặc trưng. Tuy nhiên một số bài toán khó hơn sẽ đòi hỏi phải biến đổi các phương 
trình của hệ để tìm ra hàm đặc trưng. 


Bài 10: Giải hệ phương trình (X) 


x 3 (2x + 3 ỳ) — 
x{y 3 - 2) = 1 


1 


Giải 


tK- Với X = 0 dễ thấy không phải là nghiệm của hệ trên. 
* Với X Ỷ 0 ta có 

’ ( x 3 (2 + 3y) = 1 

(X)^ị ) * =>x 3 (2 + 3 ĩ / + y 3 ^2) 

[ x 3 (y 3 - 2) = 3x 

Tới đây hàm số đặc trưng đã lộ rõ: f(t) — t 3 + 3t 


— 3x 2 + 1 y 3 + 3y = 



3 


X 
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Có /'(í) = 3í 2 + 3 > 0, Ví G M suy ra /(í) là hàm số đồng biến trên M 
việc thế vào một PT bất kì trong 2 PT thì bài toán sẽ được hoàn tất : 

X = -l,y = -1 


y — — tới đây ta chỉ 

X 


(X) ^ 


í 1 


í 1 r 

\y = i 


y = - 

1 x 3 

< 

X <Ễ=> 

x 3 (2 + —) = 1 

1 X 


2x 3 + 3x 2 -1 = 0 


X — 


2 ,y 2 


Sau đây ta cùng xem qua một số bài hệ phương trình logarit: 


Bài 11: Giải hệ phương trình 

log 3 (2x + 1) — log 3 (x — y) + 1 — \/ 4x 2 + 4x + 2 — y/(x — y) 2 + 1 + (x — y) 2 — 4x(x + 1) (1) 

log 3 (—2ĩ/ — 2) + 4x 2 — V^kr^+T = 1 — \f2 (2) 


(XI) 


Giải 

© Y tưởng: Phương trình (1) nhìn phức tạp hơn nhưng khả năng nhóm nhân tử lại cao, nên 
ta sẽ phân tích (1). Dễ thấy biểu thức trong log là không thể thay đổi, do đó ta sẽ lấy 2x + 1 
và X — y làm chuẩn. Việc xây dựng hàm đặc trưng bằng hệ số bất định giống như những bài 
trên, nên ở đây ta sẽ không nhắc lại. 

© Lời giải: 

Ta có: 


(1) «=> ự(2x + l) 2 + 1 - (2x + l) 2 - log 3 (2x + 1) = \/(x - y) 2 + 1 — (x — y) 2 - log 3 (a; - y) (*) 


Xét f(t) = Vt 2 + 1 — t 2 — log 3 í (t > 0) ta có f'(t) — 

nên /(í) nghịch biến trên (0; +oo). 

Do đó (*) 2x + 1 = X — y X = — y — 1 

Khi đó (2) log 3 (2a;) + 4x 2 — \/4x 2 + 1 — 1 — \[2. 


V^ + ĩ 


- ( 2t + - 1 < -= - 2\f2 < 0 
V2 



Bài 12: Giải hệ phương trình < 

t-H T—1 

+ + 

CN (M 

<N 

1 

<N 

ÓL> 

\ _ 


k 31og 2 (a; + 2y + 6) = 21og 2 (a; + y + 2) + 1 


Giải 

_ .^ ( X + 2y + 6 > 0 

ĐKXĐ: 

[x + y + 2>0 

Xét hàm số: f(t) = é(t + 1), t e [0, +oo). Ta có f(t) — e*(í + 1) + é — e*(í + 2) > 0 nên đây 
là hàm đồng biến. 

Do đó: 

e y2 ~ x2 = x ^ 1 4 » e x2 (x 2 + 1 ) = e y2 (y 2 + 1 ) & f(x 2 ) = f(y 2 ) & X 2 = y 2 & X = ±y 

y + 1 
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Phương trình thứ hai của hệ tương đương với: 

31og 2 (z + 2y + 6) = 21og 2 (x + y + 2) + 1 
^ log 2 [(x + 2 y + 6) 3 ] = log 2 [2(x + y + 2) 2 ] 

«=> (x + 2y + 6) 3 = 2(x + y + 2) 2 (*) 

Xét hai trường hợp: 

Nến X — y thì thay vào (*), ta được: (3x + 6) 3 = 2(2x + 2) 2 . 

Theo ĐKXĐ ta có X > —1 .Lại có 

(3x + 6) 3 - 2(2a; + 4) 2 = (x + 2) 2 (27x + 46) > 0 => (3x + 6) 3 > 2(2x + 4) 2 

Do đó: (3x + 6) 3 > 2(2x + 4) 2 > 2(2x + 2) 2 nên (*) vô nghiệm. 

* Nến X — —y, thay vào (*), ta được: 

(—X + 6) 3 = 2(2) 2 (6 — xf = 8<^6-i = 2<^i = 4<^?/ = -4 

Thử lại ta thấy hệ đã cho có nghiệm duy nhất là (x, y) — (4, —4) □ 

© Nhận xét: Trong bài này nên chú ý các đánh giá trong trường hợp X — y, bởi vì khi đó 
phương trình bậc ba thu được phải giải theo công thức tổng quát, điều thường bị tránh ở các 
kì thi HSG. Do đó, việc tìm một đánh giá thích hợp để chứng minh nghiệm không thỏa đề bài 
là một cách rất hay. 


Bài tập tự luyện 

Giải các hệ phương trình san: 

(8x — 3)\/2x — ĩ — y — 4 y 3 — 0 

Ax 2 — 8x + 2 y 3 + y 2 — 2y + 3 = 0 
x 3 (3|/ + 55) = 64 
xy(y 2 + 3y + 3) = 12 + blx 
2x 3 — 4x 2 + 4x — 1 = 2x 3 (2 — y)ự3 — 2 y 
yfr+2= ựu - xựĩ^Tỹ + 1 
ựx + y + 1 + ỷx + y — 5 
\Jx 2 + xy + 4 + y/y 2 + xy + 4 = 12 



2 = 3x- 3y 2 


y 2 + 2 = 0 
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PHƯƠNG PHÁP HỆ SỐ BẤT ĐỊNH 

Hệ số bất định là nguồn gốc cho nhiều lời giải đẹp. Bài viết này sẽ đề cập đến những biến đổi 
trong hệ phương trình hữu tỉ dựa vào hệ số bất định. Mục tiêu của chúng ta là sau khi biến đổi 
thu được một phương trình có thể phân tích thành nhân tử hoặc có A chính phương 
(nếu là bậc 2). Ta cùng xem qua một số ví dụ: 

Bài tập ví dụ 


Bài 1: Giải hệ phương trình (/) < 

2x 2 + 3 y 2 = 4x-9y (2) 


Giải 

© Ý tưởng: Không thể dùng phép thế để giải hệ trên. Vì thế ta hi vọng có thể từ hai phương 
trình của hệ đưa về dạng (x + a) 3 — (y + b ) 3 (để ý rằng x,y độc lập với nhau). Muốn vậy ta 
nhân (2) cho một số a. Công việc của ta là tìm a, b, a (lưu ý phương trình (1) có bậc 3 (cao 
nhất) nên ta để mặc định hệ số như cũ, các số a, b, a sẽ được chọn để phù hợp) 

Lấy (1) + a.(2) ta được: 

X 3 — y 3 — 35 + a(2x 2 + 3 y 2 — 4x + 9 y) — 0 


-vt> X 3 + 2ax 2 — 4 ax — y 3 + 3 ay 2 + 9 ay — 35 = 0 (*) 
Ta cần tìm a,b,a thoả: 


- b 3 = -35 


VT{*) = (x + a) 3 - (y + b) 3 <+ ị 3 a = 2a 


3 a 2 = —4 a 


í 


& < 


a = — 3 
a = —2 


b = 3 


Do đó (*) trở thành: (x — 2) 3 — (y + 3) 3 = 0. 
© Lời giải: Ta có hệ phương trình: 


{ X 3 — y 3 = 35 I x — y + 5 

X — 2 = y + 3 Ị(y + 5) 3 -y 3 = 35 




x = 2]y = -3 
x = 3;y = -2 


Vậy (/) có nghiệm (x;y) — (2; —3); (3; —2) □ 

© Nhận xét: Bài toán trên cho ta một cái nhìn tổng quan về hệ số bất định trong hệ phương 
trình hữu tỉ. Đây là một bài cơ bản vì X, y đứng độc lập. Ta cùng xem qua một bài tương tự: 


___ , , , ( X 4 -y 4 = 240 (1) 

Bài 2: (VMO 2010) Giải hệ phương trình < „ 

Ị X 3 — 2y 3 — 3(x 2 — 4y 2 ) — 4{x — 8 y) (2) 


Giải 

© Y tưởng: Như bài trên, do X, y tách biệt nên ta hi vọng từ hai phương trình của hệ đưa về 
dạng (x + <ỵ) 4 — (y + /3) 4 . Muốn vậy ta nhân phương trình thứ hai cho một số k. Công việc 
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của ta là tìm các số a, ị3, k. 

Hệ phương trình đã cho tương đương: 

( X 4 + a = y 4 + a + 240 
Ị X 3 — 3x 2 + 4x = 2 y 3 — 12 ỳ 2 + 32 y 

Suy ra: 

X 4 + a + k(x 3 — 3x 2 + 4x) = y 4 + a + 240 + k(2y 3 — Yly 2 + 32) (*) 

Cần chọn k sao cho : 

(x + a) 4 — (y + /ổ) 4 X 4 + ẩax 3 + 6 a 2 x 2 + ịa 3 x + a 4 — y 4 + 4:/3y 3 + 6 /3 2 y 2 + 4/3 3 2/ + /3 4 (**) 
Từ (*) và (**) đồng nhất hệ số ta có: 

( _4 

a — a 
k = 4a 

— 3 k = 6<ỵ 2 k — — 8 

4 k — 4 a 3 a — —2 

< , <=> < 
a + 240 = /3 4 a = 16 

2k = 4/3 ạ = -4 

- 12k = 6 f3 2 
K 32 k = 4p 3 

® Lời giải: 

Hệ đã cho tương đương: 

J X 4 + 16 = y 4 + 256 
Ị X 3 — 3x 2 + 4x — 2y 3 — 12 y 2 + 32 y 

Lấy phương trình thứ hai nhân cho (-8) cộng với phương trình thứ nhất ta có: 

x 4 + 16- 8 (x 3 - 3x 2 + 4x) =y 4 + 256 - 8(2 y 3 - 12 y 2 + 32 ỳ) 

, , , X — 2 = y — 4 X = y — 2 

<3- (x - 2) 4 = (y - 4) 4 

X — 2 = 4 — y X = 6 — y 

* Nến X = y — 2 thay vào (1) ta được: 

8 y 3 - 24 y 2 + 32 y + 224 = 0 <Ễ=> (y + 2) (8 y 2 - 40 y + 112) = 0y»2/ = -2=>£=-4 
Nếư X = 6 — y thay vào (1) ta được: 

ỉ/ 3 — 9y 2 + 36y — 44 = 0 (y — 2) (y 2 — Ty + 22) = 0<^ỉ/ = 2^>x = 4 
Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; y) = (—4; —2), (4; 2) □ 

© Nhận xét: ở bài này hoặc các bài tương tự với số mũ lớn hơn hay nhỏ hơn nến không chứa 
các hạng tử có dạng x m .y n ta đền có thể sử dụng phương pháp trên. Tuy nhiên chỉ Cần qua 
một phép đổi biến hệ sẽ không còn “ đẹp” nữa. Chúng ta cùng xét bài toán sau: 
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Giải 

© Ý tưởng: Để ý rằng 2 phương trình của hệ đều có bậc hai và xuất hiện cả hạng tử xy nên 
việc dùng HSBĐ như bài 1 sẽ gặp nhiều khó khăn. Một hướng đi thường dùng của ta với hệ 
loại này là đưa về phương trình bậc hai theo ( ax + hy). Để làm điều đó, ta nhân (1) cho ct, (2) 
cho /3 và cộng lại: 

(l).a + (2)./3 a (X 2 + y 2 - ^ + /3 (ax 2 + 3 xy + 3 x + y - = 0 


-v=> 01 


5 


1 1/3 „2 1 3/3 

1 H —— ) X H ——xy + y 
a ) a 


25 


21 + /3(3x + y) - Y = 0 


5 25 

Đã xuất hiện hạng tử ax + hy chính là Ị3(3x + y). Do đó ta hi vọng có 


1 1 m rr 2 _L 3/3 2 _ 7/0 1 \2 

1 H—— ) x H ——xy + y = Ẳ;(3a; + y) 

a a 


Đế ý rằng hệ số của y 2 là 1 nên k — 1. Khai triển và đồng nhất hệ số ta được 

a = 1 





/3 = 2 


Vậy ta đã tìm được a, /3. 

© Lời giải: Lấy (1) + (2).2 ta được 

119 „ / 7\ / 17 . 

(3x + y) 2 + 2{3x + y) - 77-7 = 0 ( 3x + y - 7 ] 3a; + 2/ + = 0 


25 


5 


5 


3 x + y = - 
3x + y = — 


17 


.. AT X 7 

Nếu 3 X + y = -: 

5 


Ta có hệ phương trình 


Ta có hệ phương trình 


X +y = y 

y = -3x + \ 
5 


X +y — - 




x= 5 ; v= l 


11 2 

X = —; y — — 
25 25 


* Nến 3x + 7 = 


-17 


í, = -3* - T 


(vô nghiệm) 


Vậy (//) có nghiệm (x;ỉ/) = Q; □. 

© Nhận xét: Những hệ phương trình chứa hạng tử x 2 ,xy,y 2 phần lớn có thể đưa về phương 
trình bậc hai theo ax + by. Bài hệ trên còn có 2 cách giải khác, là dùng phép thế hoặc đặt ẩn 
phụ tổng - hiệu. Ta cùng xem qua một bài tương tự: 


Bài 4: Giải hệ phương trình 


X 2 + 2 xy + 2 y 2 + 3a: = 0 (1) 
xy + y 2 + 3y + 1 = 0 (2) 


Giải 
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© Ý tưởng: 

Như bài trên ta sẽ biến đổi để đưa về phương trình bậc hai theo rnx + ny. Để làm điều đó ta 
nhân phương trình thứ nhất với a và phương trình thứ cho /3 rồi cộng lại: 

(l).a + (2)./3 <í=> (x 2 + 2 xy + 2 y 2 + 3x) + /3(xy + y 2 + 3y + 1) = 0 

a X 2 + (— + 2^) xy + (— + 2 ] y 2 + 3a (X + — ỉ/') +/3 = 0 
\a / \a / J \ a J 

Ta cần chọn a và /3 sao cho: 


X 2 +{- + 2) xy+(^- + 2) y 2 = ( x +-y 

a / Va / V OL 


M T 2 4- I Ể 1 ọì ™ i ÍỂ 1 ọì „ 2 ~ 2 1 ọ, p 2 2 

X + : —Ị-2 h|/+ 0 —h 2 1 2/ = X + 2 —xy + —ĩ/ 
a J Va/ a a 2 


Đồng nhất hệ số ta có: 


- + 2 = ^ 

= p = 2a 


p ' n V 

- + 2 = ZÕ. 
a a z 


a 


Dể cho đơn giản chọn a = 1 và /3 = 2. 

© Lời giải: 

Lấy phương trình thứ nhất cộng với phương trình thứ hai nhân (2) ta được: 

X 2 + 4 xy + 4 y 2 + 3x + 6í/ + 2 = 0 

<í=> (x + 2y) 2 + 3(x + 2ị/) + 2 = 0 +> (x + 2í/ + l)(x + 2y + 2) = 0 
X + 2y + 1 = 0 
X + 2y + 2 = 0 

+ Nếu x + 2y + l = 0=»x = —2 y — 1 thay vào phương trình thứ hai của hệ ta được: 

I "y — 1 + \/2 X = —3 — 2 V 2 

-y 2 + 2y +1 = 0^ ^ 

y — 1 — v2 =+ X = — 3 + 2v2 

+ Nếu x + 2y + 2 = 0=>x = —2y — 2 thay vào phương trình thứ hai của hệ ta được: 




-ý + y + 1 = 0 +>• 


y — - — 7 T— => X = -3 + VE 


y = 


2 

1 - VE 


X 


= -3 -VE 


Vậy hệ phương trình đã cho có 4 nghiệm (x,y) là (—3 — 2 V 2 ; 1 + V 2 ); (—3 + 2\[2\ 1 — v%\ 

□ 


-3 + ^; ] 4 ^ ì , í - 3-^; 1 ^ 


2 y 2 

© Nhận xét: Những hệ phương trình có chứa các phần tử x 2 ,xy,y 2 phần lớn có thể đưa về 
phương trình bậc hai theo rnx + ny, từ đó có thể tính X theo y hoặc y theo X rồi thế ngược lai 
vào một trong hai phương trình của hệ sẽ ra được nghiệm. 


Bài 5: Giải hệ phương trình 


X 4 - 4x 2 + y 2 - 6y + 9 = 0 (1) 
x 2 y + x 2 + 2y-22 = 0 (2) 
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Giải 

© ý tưởng: Hệ phương trình trên có bậc khá cao (bậc 4) nhưng có thể giảm bậc bằng cách đặt 
t = X 2 . Vậy cách tự nhiên nhất chính là ta đưa về phương trình bậc 2. Để đảm bảo A chính 
phương ta sẽ dùng hệ số bất định như sau: 

Ta có: 

(1) + (2).a X 4 + x 2 (y —4 + ay + a) + ý 2 — 6y + 9 + 22 ay — 22 a — 0 
Coi đây là phương trình bậc 2 theo X 2 ta có: 

A = y 2 (a 2 — 4) + y(— 16a + 2 a 2 + 24) + a 2 + 80a — 20 

Để A là một bình phương thì trước hết hệ số của y 2 phải là số chính phương, nghĩa là ta giải 
PT nghiệm nguyên a 2 — 4 = k 2 

a 2 - 4 = 0 

Tìm được các nghiệm của PT này, lần lượt thử lại. Dễ thấy (1 — 2 thì — 16a + 2 à 2 + 24 = 0 

a 2 + 80a - 20 = 144 

Vậy ta chọn (1 — 2. 

© Lời giải: 

Xét (1) + (2).2 ta có: 

(1) + (2).2 X 4 — 4x 2 + y 2 — 6y + 9 + 2 (x 2 y + x 2 + 2y — 22) = 0 (x 2 + y + 5)(x 2 + y — 7) = 0 

Nến y — —X 2 — 5, thay vào (1) ta có phương trình 

X 4 — 4x 2 + (x 2 + 5) 2 + 6(x 2 + 5) + 9 = 0<^ĩ 4 + 6x 2 — —32(vô nghiệm) 


* Nến y — —X 2 + 7, thay vào (1) ta có phương trình 

X 4 - 4x 2 + (x 2 - 7) 2 + 6(x 2 -7) + 9 = 0^x 4 -6x 2 + 8 = 0^xe {±2; ±V2} 
Từ đó ta tìm được nghiệm của hệ là (x; y) — (2; 3), (—2; 3), (— \J~2\ 5), (\/2; 5) □ 



Giải 

© Ý tưởng: Do phương trình thứ nhât của hệ có bậc cao nhất nên ta sẽ để nguyên, nhân phương 
trình thứ hai cho a rồi cộng với phương trình thứ nhất ta được : 

X 3 + 3 xy 2 + 49 + a(x 2 — 8 xy + y 2 + 17x — 8 ỳ) — 0 (1) 

Mặt khác ta có thể nhẩm được nghiệm của hệ là (x;y) — (—1,4), do đó ta mong muốn (1) 
phân tích được thành: 

(x + l)(ax 2 + bx + cy 2 + dy + 49) = 0 (dễ thấy hệ số của xy trong ngoặc bằng 0) 

43- ax 3 + bx 2 + cxy 2 + dxy + 49a; + ax 2 + bx + cy 2 + dy + 49 = 0 
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<=> ax 3 + (a + b)x 2 + cxy 2 + dxy + cy 2 + (6 + 4:9)x + dy + 49 = 0 (2) 


Từ (1) và (2) đồng nhất hệ số ta được: 


( 


a = 1 


0 + 6 — Oi 

c = 3 
d = —8a 
c — a 

b + 49 = 17 a 
d — —8a 


( 0 = 1 


=> < 


V 


c = a = 3 
6 = 2 
d= -24 


© Lời giải: 

Nhân phương trình thứ hai của hệ cho 3 rồi cộng với phương trình thứ nhất được : 


X 3 + 3 xy 2 + 49 + 3x 2 — 24 xy + 3 y 2 — 24 y + hlx = 0 
(x + l){x 2 + 2x + 3t/ 2 — 24 y + 49) = 0 
^(x + l)((x + l) 2 + 3 (y - 4) 2 ) = 0 




X + 1 = 0 

X + 1 = 0,y — 4 = 0 




X = —1 

X — —1, y = 4 


Nếu X = — 1 thay vào phương trình thứ nhất của hệ được y 2 = 16 -v=> y = ±4 
tK- Nếu X = — 1, y = 4 thay vào hệ thấy thỏa. 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x,y) là (—1,4), (—1, —4) □ 


Ta cùng xem qua một cách giải khác cho bài toán: 

© Ý tưởng: Để ý rằng hệ có bậc ba nhưng là bậc ba theo X, và chỉ có bậc hai theo y. Vậy ta 
sẽ lấy (1) cộng với (2).o và đưa về một phương trình bậc hai theo y: 

y 2 { 3x + a) + y(—8ax — 8 a.) + X 3 + ax 2 + 17aa; + 49 = 0 

Ta cần chọn a để A là một bình phương của một biểu thức theo X. Cụ thể ta có: 

A = —3x 4 + x 3 (— 4o) + x 2 (15a 2 — 51 a) + x(15a 2 — 147o) + 16a 2 — 49a 

Nếu A là bình phương thì nó sẽ phải có dạng —3[/(a:)] 2 . Muốn vậy trước hết 16o 2 — 49o phải 

là 

(—3) lần của một số chính phương. Để đơn giản ta chọn a G z trước, nghĩa là Cần phải giải 
phương trình nghiệm nguyên 

16a 2 - 49o = —36 2 

Dễ thấy có 16a 2 — 49a ^ 0 a(16o — 49) ^ 0 » a Ễ {0; 1; 2; 3} 

Lần lượt thử ta thấy 0 = 3 thì A = — 3(x + l) 4 

Lại để ý rằng A 0 <=> X = —1. Vậy ta có ngay nghiệm X — — 1 (trường hợp tổng quát thì ta 
phải tính y theo x). 

© Lời giải: Xét (1) + 3.(2) ta có phương trình 

y 2 (3x + 3) — 24 y(x + 1) + X 3 + 3x 2 + 5Le + 49 = 0 (*) 
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(*) có A = 
trình 


-3x 4 - 12a: 3 - 18x 2 - 12a; 3 - 3 = -3(x + l) 4 > 0 <=> X = -1 


ị X = —1 

X = —1 1 

^ ị 


1 X 3 + 3 xy 2 = —49 

y 2 = 16 1 


X = — 1 

y = ±A 


Vậy ta có hệ phương 


Do đó hệ có nghiệm (x; y) — (1; 4), (—1; —4) □ 


© Nhận xét: Hai cách trên đều xét (1) + (2).a và đều ra a — 3 tuy ý tưởng khác nhau. 
Cách 1 rất hiệu quả trong những bài có thể tìm được nghiệm. Cách 2 mang tính tổng quát , 
và ý tưởng giải phương trình nghiệm nguyên khá thú vị. Bài này còn một cách giải khác bằng 
phương pháp đặt ẩn phụ tổng - hiệu. 

Sau đây ta sẽ khai thác sâu về cách 1. Lưu ý rằng với những bài càng đoán được nhiều nghiệm 
thì càng dễ dùng hệ số bất định. 

ox:7^777TT77 fx 4 + 2(3 y + l)x 2 + (V + ịy+ H) X -ý* +I0y+2=0 (1) 

Bài 7: Giai hệ phương trình < 

Ị y 3 + (x — 2 )y + x 2 + x + 2 = 0 (2) 


Giải 

© Ý tưởng: Để giải bài trên ta sẽ tiến hành 4 bước: 

Bước 1: tìm nghiệm của hệ. Nếu biết ctược nghiệm thì ý tưởng của ta sẽ rõ ràng hơn 
nhiều, ở đây lần lượt thử X — — 2, — 1, 0,1, 2, 3,... ta tìm được 2 nghiệm của hệ là (x;y) — 
(- 1 ; 1 ), ( 2 ; - 2 ) □ 

Tuy nhiên lưu ý rằng bậc của hai phương trình là khá cao (4 và 3). Nếu phân tích như bài 5 
thì ta vẫn phải giải quyết một hệ phương trình hai ẩn bậc 3 và 2 (sau khi đã giảm bậc). Vì vậy 
ở đây, do đã biết 2 nghiệm, ta sẽ tiến hành bước 2: 

Bước 2: tìm quan hệ tuyến tính giữa 2 nghiệm này: Dễ thấy đó là y = —X. 

Bước 3: thay vào hệ và phân tích thành nhân tử: Ta thay X bởi y hoặc y bởi X (tùy 

trường hợp xem cách nào có lợi), với bài này ta thay y — —X vào hai phương trình của hệ và 
thu được 

X A + 2(—3x + l)x 2 + (5x 2 — 4x + ll)x — X 2 — lCte + 2 = 0 
—X 3 — (x — 2)x + X 2 -\- X + 2 = 0 

Việc phân tích trên là không khó vì ta đã biết trước nghiệm. 

Bước 4: Lựa chọn biểu thức thích hợp: 

Như thế, so với phương trình thứ nhất vừa nhận được thì phương trình thứ hai thiếu đi một 
biểu thức là X — 1 , nhưng chú ý rằng biểu thức này cũng tương đương với —y — 1. Ta sẽ chọn 
một trong hai biểu thức này để nhân vào. 

Rõ ràng nếu chọn —y — 1 thì việc nhân sẽ tạo ra một đa thức có chứa biến y đồng bậc với đa 

thức ở phương trình thứ nhất ban đầu. Vậy ta sẽ nhân phương trình sau cho —y — 1. 

© Lời giải: 

Nhân phương trình thứ hai cho y + 1, rồi lấy phương trình thứ nhất, trừ phương trình vừa 
nhận được, ta có: 

(x + y) (x — y + 2) (x 2 — 2x + y 2 + 3y + 5) = 0] 


Ị (x + l) 2 (x — l)(x — 2) — 0 

Ị (a: + l) 2 {x — 2) = 0 
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- Với X — —y, ta đưa phương trình thứ hai của hệ về (y + 2)(y — l) 2 = 0 

- Với X = y — 2, ta đưa phương trình thứ hai của hệ về (y — 1 ) 2 (y + 4) = 0 
Dễ thấy không xảy ra X 2 — 2x + y 2 + 3y + 5 = 0 

Thử lại ta thấy hệ có nghiệm (x, y) — (—1,1), (2, —2), (—6, —4) □ 


© Nhận xét: Vận dụng linh hoạt 4 bước trên có thể cho ta lời giải rất đẹp và ngắn gọn. Ta 
cùng xem qua một bài tương tự: 


Bài 8: Giải hệ phương trình 


(x-y) 2 + x + y = y 2 (1) 
X 4 — 4x 2 y + 3x 2 — —y 2 (2) 


Giải 


© Ý tưởng: Đầu tiên ta thấy (1) X 2 — 2 xy + X + y — 0. 

Có thể tìm được 3 nghiệm nguyên của hệ này là (x; y) — (0, 0), (2; 2), (1; 2). Từ 2 nghiệm đầu 

v ị X 2 — 2x = 0 

ta thấy X — y. Thay vào hệ ta được < 

Ị [x{x — 2)] 2 = 0 

Như vậy ta sẽ phải nhân x(x — 2) hoặc y(y — 2) vào (1). Để ý rằng nếu chọn x(x — 2) ta sẽ làm 
mất bậc 4. Vậy khâu chuẩn bị đã hoàn tất. 

© Lời giải: 

Xét X = 0 và X = 2 ta thấy hệ có nghiệm (x; ỳ) — (0; 0), (2; 2). 

Với X ị {0; 2} xét (l).[x(a: — 2)] + (2) ta có phương trình 


x(x — 2)(x 2 — 2 xy + X + y) + (x 4 — 4 x 2 y + 3x 2 + y 2 ) = 0 (x — y)(2x 3 — X 2 + X — y) = 0 


Nếu X = y thay vào (1) ta có 2x — X 2 — 0. Trường hợp này loại do X ị {0; 2} 
Nếu 2x 3 — X 2 + X — y = 0 ta có hệ phương trình 


(*) 


2x 3 — X 2 + X — y = 0 
X 2 — 2 xy + X + y = 0 


Cộng hai phương trình ta có 

2x 3 — 2xy + 2x = 0 2x(x 2 + 1 — 2 y) = 0 X 2 + 1 = 2y (do X Ỷ 0) 

Thay vào (1) ta có phương trình 


—2x 3 +X 2 + 1 = 0<^X = 1 


Từ đó tìm được (x;y) — (1; 2). 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (1; 2), (0; 0), (2; 2) □ 


MỞ RỘNG: 


© Ý tưởng: Như đã đề cập, nếu biết càng nhiều nghiệm thì ta có lời giải càng đẹp. Sau đây là 
một cách phân tích khi ta biết cả 3 nghiệm. Ta sẽ lần lượt lập 3 quan hệ tuyến tính giữa X và 
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y. Trong bài này, đó là < 


= X 

— 2x 
= 2 


Do (2) có bậc cao hơn nên ta xét 


(l).a + (2) X 4 + x 2 (—4y + a + 3) + x(a — 2 ay) + ay + y 2 = 0 (3) 

Ta sẽ chọn quan hệ nào dễ sử dụng nhất, đó chính là y = 2. Như vậy (3) có nghiệm y = 2, 
nghĩa là 

— X 4 + 3x 2 — 4 

X 4 + x 2 (a — 5) + x(—3a) + 2a + 4 = 0yt>o? = — y — ——— = —(x + l)(ar+ 2) 

x z — 3x + 2 


Khi đó (3) trở thành 2x 3 + X 2 + X + y = 0 

Ta tiếp tục khai thác một trong hai quan hệ còn lại, để ý rằng như đã phân tích ở trên, với 
a — x(x — 2) ta thu được 2x 3 — X 2 + X — y = 0 
Vậy ta đi đến lời giải ngắn gọn như sau: 

© Lời giải: 

Thử với X G M = {0; 2; —1; —2} ta tìm được nghiệm (x; y) — (0; 0), (2; 2), (1; 2). Xét X ị M ta 
có 

(l).a + (2) y 2 + y(a — 2ax — Ax 2 ) + ax + x 2 (a + 3) + X 4 = 0 (**) 


Chọn a — x(x — 2) ta có 2x 3 — X 2 + X — y = 0 

Chọn a = — (x + l)(x + 2) ta có 2x 3 + X 2 + X + y = 0 

Cộng lại ta có Ax 3 + 2x = 0 (sai do X ị M). Vậy trường hợp này loại. 

Tóm lại hệ có nghiệm (x-,y) — (0; 0), (2; 2), (1; 2) □ 

Bài tập tự luyện 


Giải các hệ phương trình san: 

X 3 + y 3 = 9 (1) 

X 2 + 2 y 2 = X + Ay (2) 

X 3 — y 3 + 3 y 2 + 2x — 5y + 3 = 0(1) 

X 2 + 2y = 1(2) 

X 2 + y 2 = 1 

21x + 3y + 96x 2 + 28aư/ = 117 
6 x 2 y + 2 y 3 + 35 = 0 
hx 2 + 5 y 2 + 2 xy + 5x + 13 y = 0 
X 4 - y 4 = 1215 

2x 3 — 4 y 3 — 9(x 2 — 4 y 2 ) — 18(a: — 8 y) 
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KĨ THUẬT ĐẶT ÂN PHỤ TÔNG - HIỆU 
Lý thuyết 

Trong việc giải hệ phương trình thì đặt ẩn phụ là cách hiệu quả và rất đa dạng. Phương pháp 
đặt ẩn phụ tổng - hiệu là một cách đặt dễ nhận biết, tuy không phải tối ưu nhưng cũng có thể 
đưa về một hệ phương trình giải bằng phương pháp thế. 

Nội dung phương pháp chính là, từ một hệ phương trình theo 2 ẩn X, y ta đặt 

{ a — mx + ny 1 X = ma + nb ^ 

hoặc (**) < (a, b là ấn mới) . 

b — ux + vy Ị y = ua + vb 

Hai phép đặt trên thực ra tương đương, vì ta có thể tính X, y theo a, b và ngược lại. Lưu ý rằng: 
★ Phép đặt (*) được dùng với những hệ mà ta có thể nhóm các hạng tử một cách thích hợp 
để tạo ra phương trình đơn giản hơn theo mx + ny và ux + vy. 

★ Phép đặt (**) được dùng với những hệ phương trình mà ta hi vọng có thể khử một hay một 
số hạng tử nào đó sau khi khai triển, (lưu ý rằng hệ phương trình hữu tỉ mà 2 ẩn tách biệt thì 
có thể giải quyết bằng hệ số bất định). 

Khi gặp một bài toán ta nên thử (*) trước, vì phép đặt này cho hệ đơn giản hơn. 

{ a — mx + ny 

dùng cho hệ phương trình có một 

b — nx — my 

phương trình đối xứng, có thể đưa một số bài về hệ đối xứng loại I. 

Phương pháp này có thể giải quyết nhiều hệ phương trình hữu tỉ, đặc biệt là hệ bậc hai. Vì từ 
một phương trình bậc hai 2 ẩn m\X 2 + m 2 xy + m 3 y 2 + rriịX + m 5 y + m 6 = 0 ta có thể đưa về 
dạng riiab + n 2 a + n 2 b + 713 = 0, từ đó tính được a theo b. 

Sau đây là các ví dụ cụ thể: 


Bài tập ví dụ 



© Ý tưởng: Dễ thấy nến đặt a = X + y, b = X — y thì từ phương trình san có ab — 3 nên mục 
tiên dùng phép thế đã thành công. Việc còn lại là đưa phương trình đầu về biến a, b (dễ thấy 
X 2 -xy + y 2 = ^[3(x + y) 2 + (x - y) 2 } ) 

© Lời giải: 

Đặt a — x + y; b — X — y ta có hệ phương trình 


f 3a 2 + b 2 = 4Ò I a = J 

Ịa& = 3 ^ị 2 Ặ + b 2 = 4b 



Từ đó tìm được (x;y) — (2; 1) □ 
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Giải 


ĐKXĐ: x + y^l 

Phương trình (2) tương đương: 


(x + y — 1) (x 2 — 4y 2 ) + X + y + 2 xy + 1 = 0 

<í=> (x 3 — 4y 3 — 4xy 2 + x 2 y) — X 2 + 4y 2 + X + y + 2 xy — 1 = 0 

+> (x + 2y) [x 2 — xy — 2y 2 ) + [xy + X + 2 y 2 + 2y) — (x 2 — xy — 2y 2 + y + i) = 0 

+> (x + 2 y) {x 2 — xy — 2 y 2 ) + (x + 2 y) (y + 1) — (x 2 — xy — 2y 2 + y + l) =0 

(x + 2y — 1) (x 2 — xy — 2y 2 + y + l) =0 
X + 2y = 1 

+>• 

X 2 — xy — 2 y 2 + y + 1 = 0 


* Nến X + 2y = 1 thay vào phương trình (1) ta được 



X 

= 1-2 y 

( X = 1 — 2y 


3 + Vũ 

< _ ị 


y - 5 4» 

3 - VĨ4 

[ 5y 2 - 6y - 1 = 0 

< 

l y= 5 


y = 

y = 


3 + a/Ĩ4 -1-2^14 
■;x = - 


5 

3-^14 


X = 


5 _ 

-1 + 2^14 


+ Nếư X 2 — xy — 2y 2 + y + 1 = 0 ta có hệ phương trình: 


X + y + X = 3 

X 2 — xy — 2 y 2 + y + 1 = 0 


(*) 


Như vậy mấu chốt của bài toán lại là hệ phương trình (*) 

© Ý tưởng: Để sử dụng phép thế, ta phải đưa một phương trình về dạng p.ab + q.a + r.b = m 
(ẩn a, b). Như vậy các hạng tử bậc 2 trong phương trình phải được đưa về tích của a và b (để 
ý a, b là bậc nhất). Nghĩa là ta phải phân tích X 2 — xy — 2y 2 thành nhân tử. 

a = X + y 


Dễ thấy X 2 — xy — 2y 2 = (x + ỳ){x — 2 y), vậy ta đặt 
© Lời giải: 

Đặt a = X + y\ b = X — 2y - 
Ta có HPT: 


b = X — 2y 


X — 


y = 


2 a + b 
a — b 


Từ (2) có a = 


6-3 


36 + 1 


(2a + ò) 2 + (a - b) 2 + 3(2a + 6) = 27 (1) 
3a6 + a — 6 + 3 = 0 (2) 

Thế vào (1) được phương trình bậc 4 theo b: 


546 4 + 1356 3 - 6486 2 - 7296 = 0 ^ 6 e 0; 3 j 
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Như vậy hệ tương đương 



b — —1; a — 2 
b — 0; a — — 3 
b = 3; a = 0 


Từ đó tìm được nghiệm 

0 . ^ (-l-2VŨ'3 + Vũ\ (-1 + 2VŨ 3-Vũ\ m 

ix ’ s) = (lo ; ĩo) ' (1; 1)1 <- 2; - 11 ' (1; - 11 ’ ( 5 ' “5 ) • { 5 ; —5 ) a 

© Nhận xét: Như vậy từ một hệ không thể dùng phép thế, qưa phép đặt ẩn phụ đã đưa về hệ 
giải bằng phép thế. Dù phương trình bậc 4 có hệ số cao nhưng ý tưởng giải là rõ ràng. 


Hệ (*) cũng có thể giải bằng hệ số bất định. Cụ thể, lấy phương trình đần nhân với 2 và 
cộng với phương trình san ta thu được 



Giải 

© Ý tưởng: Xét các hạng tử bậc 2 ở cả hai phương trình, ta thấy không thể phân tích thành 
nhân tử. Tuy nhiên lưu ý rằng ta có thể thay đổi hệ số của X 2 và y 2 ở (2) bằng phép thế (1). 
Như vậy ta hướng tới cách đặt (*), nhưng ở đây khó khăn hơn vì ta không biết biểu thức cần 
phân tích là gì. Tiếp tục khai thác bài toán: 

► Ta sẽ thế (1) vào (2) để biến đổi biểu thức bậc 2. Nghĩa là ta xét: 

(l).a + (2) x 2 (4 + a) + 3 xy + ay 2 + 3 X + y = ^ + y 

25 5 

Mục đích của ta là phân tích f(x) = X 2 (A + a) + 3 xy + ay 2 thành nhân tử. Muốn vậy thì A 
của f(x) phải là một bình phương. Ta xét 

A = 9 y 2 — 4ce(4 + a)y 2 — y 2 ( 9 — 16a — 4a 2 ) 

Như vậy ta phải tìm a để 9 — 16« — 4a 2 là số chính phương, nói cách khác là giải phương trình 
nghiệm nguyên 

9 — 16o: — 4cr = k 2 

Từ đó tìm được a G {—4; —2; 0} (thật ra chỉ cần tìm nghiệm nguyên của 9 — 16a — 4ce 2 ^ 0 rồi 
thử lại). Dễ thấy chỉ nhận a — —2. Khi đó ta có phân tích 2x 2 + 3 xy — 2y 2 — (2x — y)(x + 2y). 
Vậy đặt a — 2x — y\b — x + 2y. 

© Lời giải: 

Lấy (2) — 2.(1) ta có hệ tương đương 

í X 2 + y 2 = \ 

1 o o 47 

2x 2 + 3 xy — 2 y 2 + 3 X + y = 22- 
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Đặt a — X + 2 y, b = 2x — y ta có hệ đối xứng : 

a 2 + b 2 = 1 

47 

a + b + ab — — = 0 
25 



4 

5 
3 

5 


/2 1 . .11 2 \ 

Vậy ta tìm được (x; ỉ/) 1 □ 

© Nhận xét: Bài toán trên cũng có thể giải bằng hệ số bất định. Cụ thể ta xét 


(1).25 + (2).50 4» 25(3a; + y) 2 + 50(3x + y) - 119 = 0 4» 3a: + y e 



-17 

~T~ 


Từ đó dễ dàng làm tiếp. 


Bài 4: Giải hệ phương trình 


a; 3 + 3 xy 2 = —49 
X 2 — 8 xy + y 2 = 8y — 17x 


Giải 


© Ý tưởng: Thử xét hạng tử bậc 2 trước, ta thấy không thể phân tích x 2 —8xy+y 2 thành nhân tử 
và cũng không có cách nào biến đổi biểu thức này. Đến hạng tử bậc 3, dù x 3 + 3xy 2 — x(x 2 +3y 2 ) 
nhưng không dễ đưa về bậc 3 theo a, b với phép đặt (*). Vậy ta chuyển qưa phép đặt (**). 
Trước tiên ta thử cách đặt X = ua + vb ; y — va — ub và mục đích của ta chính là khử ab, a 2 b , ab 2 


sau khi đưa về hệ bậc 3 theo a, b. 

Giờ ta sẽ tìm u, v: 

. X — ua + vb 

Đặt { thay vào hệ ta được: 

y — va — ub 


a 3 (u 3 + 3 uv 2 ) + b 3 (v 3 + 3 u 2 v) + a 2 b( 3v 3 — 3 u 2 v) + ab 2 (3u 3 — 3 uv 2 ) — —49 
a 2 (u 2 — 8 uv + V 2 ) + b 2 (v 2 + 8 uv + u 2 ) + 8 ab{u 2 — V 2 ) — —9 ua — 25 vb 


Ta sẽ đồng nhất hệ số sao cho hệ số của a 2 b, ab 2 và ab bằng 0 : 

3ư 3 — 3 U 2 V — 0 


3 u 3 — 3 uv 2 = 0 
u 2 — V 2 = 0 


u — V 
u — —V 


Do u — V hay u = —V đều có cùng cách đặt nên ta chọn u — V — 1 (thật ra có thế lấy u, V tưỳ 
ý, vì vế trái của phương trình đầu là thuần nhất). 

© Lời giải: 

Đặt X — a + b, y — a — b ta có hệ: 

J 4a 3 + 4Ỉ> 3 = -49 f 8a 3 + 8b 3 = -98 

1 - 6a 2 + 10Ò 2 = —9a - 25 b 1 6a 2 - 9o = 10Ò 2 + 256 


Tới đây có thể giải tiếp bằng hệ số bất định. Cụ thể, lấy phương trình thứ nhất cộng phương 
trình thứ hai nhân (-6) ta có 


(2 a - 3) 3 = (-26 - 5) 3 4» 2ữ - 3 = -26 - 5 4» a = -6 - 1 
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Từ đó tìm được (a; b) = 




-5 

~2 


Như vậy hệ có nghiệm (x\y) — (—1; 4), (—1; —4) □ 

© Nhận xét: Từ bài trên có thể rút ra một kinh nghiệm nhỏ là nếu trong một phương trình có 
mx 3 và 3 mxy 2 , hoặc my 3 và 3 mx 2 y thì ta có thể đặt X = a + b;y = a. — b. Sau đây ta xét một 
bài tương tự: 


1 6x 2 y + 2y 3 + 35 = 0 (1) 

Bài 5: Giải hệ phương trình < 

5x 2 + 5 y 2 + 2 xy + 5x + 13y = 0 (2) 


Giải 

© Ý tưởng: Theo nhận xét bài 4, do phương trình đầu có 2y 3 +6x 2 y nên ta đặt X — a+b ; y — a—b. 

© Lời giải: 

Đặt X = a + b; y = a — b ta có (1) trở thành: 

6(a + b) 2 (a — b) + 2(a — 6) 3 + 35 = 0 -v=> 6 (a 2 + 2 ab + ò 2 ) (a — b) + 2 [a 3 — 3a 2 b + 3 ab 2 — b 3 ) + 35 

35 

6 (a 3 — a 2 b + 2 a 2 b — 2ab 2 + ab 2 — ò 3 ) + 2a 3 — 6a 2 ò + 6aò 2 — 2Ò 3 + 35 = 0 a 3 — ò 3 + = 0 

8 


Tương tự, (2) trở thành: 6a 2 + 9 a + 4:b 2 — Ab = 0 
Vậy ta có hệ phương trình 

35 


3 L3 _ 

8 

6 a 2 + 9a + 4 b 2 — Ab = 0 


Giải hệ này bằng hệ số bất định, ta tìm được (a;b) — (— 1; y- 1 ; ( —; 1 ] 


Vạytacó^;») = 4 2 ; 2 J D 

© Nhận xét: Nếu đã biết nghiệm của hệ, ta cũng có thể trình bày ngắn gọn hơn bằng hệ số bất 
định như sau: 


(1) + 3.(2) (6 y + 15)x 2 + 3(2 y + 5)x + 2 y 3 + 15 y 2 + 39y + 35 = 0 4» (2 y + 5) 


1 \ 2 { 5 x 2 

3|x + i +(v + ị 


4 r) _ 4 

X — 2x = y — y 


Bài 6: Giải hệ phương trình 

(Đề kiểm tra đội dự tuyển trường THPT Chuyên ĐHSP Hà Nội) 


(* 2 - y 2 f = 3 


Giải 


Đặt X + y = a, X — y = b, 3 = c 3 . 

Từ phương trình thứ hai của hệ, ta có: (ab) 3 = c 3 o ab — c. 

„ _ a + b a — b ’ 
la có: X — — ——, y = ———. Suy ra: 


a + b 


+ 


a — b 


= j(« 2 + ự> 


X 4 — y 4 = (x — y)(x + y)(x 2 + y 2 ) — ab 
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Lại có nữa: 


2 X — y = (a + b) — 


(a — b) a + 36 a + c 3 b 


2 2 2 
Do đó, phương trình thứ nhất của hệ đã cho tương đương với: 

ab 2 2 Qj c b / 2 . 7 2 \ 3 7 

-^-(a + b j = ——— “tv - c(a T b ) — ữ "t c ỉ) 


Ta có hệ mới là: 


c(a 2 + ò 2 ) = a + C 3 Ò 
ab — c 


c I a z H—- ] = a + — -v^ ca 4 + c 3 = a 3 + ac 4 
a 2 ) a 


-v^ (ca -l)(fl 3 -c 3 ) = 0tta= - V a = c 

c 


Su yra h ẹn4y cóhai ng h lSm lMa, 6 ) = (c,l 
Xét hai trường hợp: 

* Nếu a = c,b = l thì X = = ^±1 y = 1 

o O ■ a 



-1 

^3 


2 - 1 \ 
v^ã’ #3/ D ' 


Giải hệ phương trình: 
1) 


9 .9 

X — y = y 


2 ) 

3 ) 

4 ) 

5 ) 

6 ) 


or + aư/ + £ = 6 
4(x 2 + r/ 2 ) + 4 xy + 


(a: H- ỉ/) : 


= 7 


2x + 


= 3 


X + y 

3(x 2 + y 2 ) + ^ = 2(10 - Xỉ/) 

{x-yỴ 2 

= 5 


2x 4- 

x-y 

\Jx 2 + 2x + 6 = y + 1 
X 2 + xy + I/ 2 = 7 
X 2 — y 2 = 4x + 6y — 1 
X 4 + y 4 — 5a; 2 — 5y 2 — 2 x 2 y 2 — 10 xy — 1 
í X 2 + r/ 2 = 1 

ì 21x + 3y + 48x 2 — 48r/ 2 + 28 xy — 69 
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PHƯƠNG PHÁP DÙNG BAT đang thức 


Về ý tưởng, dùng bất đẳng thức trong phương trình và hệ phương trình là tương tự. Nhưng 
trong nhiều bài hệ, việc đánh giá các ẩn sẽ phức tạp hơn nhiều. Ta cùng xem qua một số bài 
tập: 

Bài tập ví dụ 

' ( X 6 + y 8 + £ 10 = 1 ( 1 ) 

Bài 1: Giải hệ phương trình sau: < 

\x 70ơĩ + y ĩữ0S + z 2ữn = ĩ ( 2 ) 


Giải 


Từ (1) ta có: — 1 ^ X, y, z ^ 1 
Từ (1) và (2) ta có: 

x 2007 + y 2009 + z 2011^ x 6 + y s + z 10 

& X 6 (1 - X 2001 ) + y 8 (1 - y 2001 ) + z 10 (1 - z 2001 ) = 0 (3) 
Từ — l^x,y,z^l ta thấy: 

X 6 (1 - T 2001 ) ,y 8 (l- y 20ũl ) , z 10 (1 - z 2001 ) è 0 


Do đó: 


( 3 )« 


X — y — z — 1 
X = y = z = 0 


Kết hợp với (1 )suy ra hệ có các nghiệm là: (x; y\ z) — (1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 1; 0), (0; 0; 1) □ 


Bài 2: Giải hệ phương trình 


Ị 3 (a + b) — 2 \ab + 1 | 
Ị9(a 3 + ò 3 ) = |ữ 3 ò 3 + 1 


Giải 


Ta có: 


a 3 b 3 + 1 = (ab + l)(a 2 ò 2 — ab + 1 ) = I (ab + 1)1 (ữ 2 ò 2 — ab + 1 ) = I (ab + 1)1 (ab + l ) 2 — 3 ab 


|(aò + l)| (ab + l ) 2 — 3 ab — y.(ct + b) 


^(a + b ) 2 — 3 ab 
4 7 


= ^(o + b)( 3 a 2 + 2 ab + 36 2 ) 


9 


Lại có: 5(a + b)(a — b) 2 ^ 0 =>■ 9(a 3 + b 3 ) ^ o (« + b)(3a 2 + 2 ab + 3ò 2 ) =>■ 9(a 3 + b 3 ) ^ |a 3 ò 3 + 1| 

8 

Đẳng thức xảy ra nên a — b. 

f T*. ĩ * s ì . X, r 3 + y/ỏ 

Vậy hệ có nghiệm dưy nhât a — b — ——— □. 


a + b = \p 2 Ã 

Bài 3: Giải hệ phương trình ^ / 1 1 

(\/õ + Vo) ( — 7 + 


y/q + 30 y/b + 3 a 


= 2 


Giải 
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Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có: 


■ựã < 1 1 a. ^ a + b 
/ữ + 3 b 2 yci + 6 a + 3b 

v~b 2 b } 

1 a + 36 2 1 2 a + 3Ò J 


) ^ VÕ+ Vò < 1 / a 3\ 

\fa + 3Ò 2 \a + ò 2J 


Chứng minh tương tự ta cũng có: 


Cộng lai ta được 


Vã+ Vb 1 / b 3 

ngcó: ựĩrk* 2{ứĩ + 2 

(Vi+ ' rh) {ỹêm + ỹM 


Đẳng thức xảy ra nên a = b. 


y Y 

Vậy hệ có nghiệm duy nhất a — b — — □. 


Bài 4: Giải hệ phương trình: 


X 4 + y 4 = 2 

X 3 — 2x 2 + 2 X — y 2 


Viết lại hệ đã cho dưới dạng: 


X 4 + y 4 = 2 

X 3 — 2x 2 + 2x — 1 = y 2 — 1 


x 4 + y 4 = 2 

(x — l)(x 2 — X + 1) = y 2 — 1 


Xét các khả năng sau: 

* Nếu £ > 1 =» (x — l)(x 2 — X + 1) > 0 =>■ y 2 > 1 =>■ y 4 > 1 =>■ X 4 + y 4 > 2 
Khi ấy hệ đã cho vô nghệm. 

* Nếu 0<x<l=>y 2 <l=>y 4 <l 
Trong trường hợp này hệ cũng vô nghiệm. 

* Nếu X < 0 thì X 3 — 2x 2 + 2x < 0 => y 2 < 0 : vô lý. 

IV = 2 

m • r\ I s -Ị ^ ì & / 1 • \ 


Tại a: = 0, ta có hệ < (vô nghiệm) 

ự - 0 

|V = 1 

Tại X — 1, hệ trở thành: < y = ±1 

\y 2 = 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) = (1; 1), (1; —1) □ 
Bài 5: Giải hệ phương trình 


y/x + V32 — X — y 2 = — 3 
\fx + \/32 — X + 6y = 24 


Điều kiện 0 ^ X ^ 32. 

Cộng hai phương trình vế theo vế: 


(Vĩ + V32^V) + (V^ + V32^V) = y 2 - 6y + 21 (1) 
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Lại có: 

y 2 - 6y + 21 = (y - 3) 2 + 12 > 12 (2) 

< \fx + \Jỵi — X ^ \/2(x + 32 — x) — 8 
$x + ^32 - X < ^2(^c + ựĨ2^x) < v / 2^8 = 4 

Từ đó suy ra (a/T + v^32 — ~x) + (y/x + v^32 — x) ^ 12 (3) 

Kết hợp (1),(2) và (3) ta có ( y/x+^32 — x) + (tfx+\/32 — x) = 2 / 2 — 62/+21 = 12 
Vậy hệ đã cho có nghiệm X — 16, y — 3 □. 


a; = 16 
y = 3 


Bài 6 : Giải hệ phương trình 



2 :ry 


\Jx 2 — 2x + 9 
2xy 

ựy*-2y + 9 


= x 2 + y ( 1 ) 
= y 2 + a: ( 2 ) 


Giải 

© Y tưởng: Dây là hệ phương trình đối xứng loại II, nhưng nếu làm theo cách thông thường 
thì sẽ rất khó khăn do có sự xuất hiện của căn bậc ba. Để ý rằng khi ta cộng 2 phương trình 
lại hạng tử (x + ỳ) ở mỗi vế sẽ được đơn giản, khi đó VT xuất hiện 2 xy, còn VP xuất hiện 
X 2 + y 2 , và do đây là hệ phương trình đối xứng loại II nên sẽ có nghiệm X — y. Từ đó ta nghĩ 
tới việc đánh giá 2 xy và X 2 + y 2 . 


© Lời giải: 

Với X = 0 y = 0. Xét X, y Ỷ 0 : 
Cộng (1) và (2) vế theo vế: 


X + y + 2M w J= + „ + w == „) = + V 2 

* 2xy( wầr= + W -2y + 9 >=" 2+92 
Sưy ra 2 xy > 0. Mặt khác ta có: 

( \ 1 11 


+ X + y 

(3) 


vhr 2 — 2x + 9 sị {x _ 1)2 - 8 ^ ^8 2 

< 1 111 
ựy 2 -2y + 9 = ự( y _i ) 2 + 8 ^ ^8 = 2 

=> = = —= +— 7 = === = ^ 1 => 2xy{ = + „ ■ == = ) ^ 2 xy Y x 2 +y 2 (4) 

ựx 2 -2x + 9 Ụy 2 - 2y + 9 ỳx 2 - 2x + 9 Ụy 2 - 2y + 9 

Từ (3) và (4) suy ra X — y — 1. Thử lại các nghiệm (0; 0), (1; l)đều thỏa. 

Vậy hệ phương trình có nghiệm (x]y) là (0;0), (1; 1). □ 


Bài 7: Giải hệ phương trình 


a/3 + 2 x 2 y — x A y 2 + x 4 (l — 2x 2 ) = y 4 
1 + y/l + (x — y) 2 — x 3 (x 3 — X + 2y 2 ) 
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Giải 

© Nhận thấy các biểu thức trong căn rất phức tạp. Nhưng phương trình sau đã gợi ý cho ta 
đưa về các bình phương, từ đó hi vọng có thể đánh giá bất đẳng thức một cách hợp lí. 

© Lời giải: 

Nhận thấy y/3 + 2 x 2 y — x 4 y 2 = a/4 — (1 — x 2 y) 2 ^ 2 và 1 + y/l + (x — y) 2 ^ 2 

=> y 4 + 2x 6 — X 4 ^ X 6 — X 4 + 2 x 3 y 2 44 (x 3 — ỳ 2 ) 2 ^ 0 

{ 1 — x 2 y — 0 

X — y = 0 =4 X — y — 1 

X 3 = y 2 

Thử lại ta thấy hệ có nghiệm (x;y) = (1; 1) □ 


7 { y 3 — X 3 = 7 

Bài 8: Giải hệ phương trình < 

\x 3 — y 2 + x——2 


Giải 


Hệ phương trình tương đương 


( y 3 - 8 = x 3 ~1 ị y 3 - 8 = X 3 - 1 ( y 3 - 8 = X 3 - 1 (1) 

{(y 3 -7)-y 2 + x = -2^\y 3 -y 2 -4 = l-x^\(y-2)(y 2 + y + 2) = l-x(2) 

1 2 7 

Ta có y 2 + y + 2 = (y + + -ị > 0, Vy e R. 


Xét các trường hợp: 

í ( 1 ) =>■ X > 1 

*y > 2 : Ta có < ^ Ilệ vô nghiệm 

\(2)=>X<1 
í (1) =>• X < 1 

^y < 2 : Ta có < =4- Ilệ vó nghiệm 

\(2)^X>1 

%y — 2 :=>• X — 1 

Vậy hệ phương trình có nghiệm (1;2) □. 

© Nhận xét: Mấu chốt của lời giải trên chính là đoán được nghiệm (x]y) — (1; 2), từ đó có 
những biến đổi đẳng thức hợp lí để chứng minh đây là nghiệm duy nhất. Ta cùng xem qua một 
bài tương tự: 


Bài 9: Giải hệ phương trình 


y = —X 3 + 3x + 4 

(* 

X — 2 y 3 — 6y — 2 


Giải 

© Ý tưởng: dễ dàng nhẩm được nghiệm của hệ phương trình là X — y — 2. 

Ta hi vọng đây là nghiệm duy nhất của hệ, vì thế ta sẽ cố gắng đưa hệ phương trình ban đầu 

> ( y~2=(x-2).f(x) 

vê dạng: < 

1 - - (y-2).g(y) 

Rồi từ hai phương trình trên dựa vào dấu của f(x) và g(y) ta sẽ đánh giá giữa X và y, và để 
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làm được điều này ta sẽ chia trường hợp để xét. 
© Lời giải: 

Viết lại hệ dưới dạng 




X 3 — 3x — 2 = 2 — y 
2 y 3 — 6y — 4 = X — 2 




(x-2)(x+l) 2 = 2-y (1) 
2(y-2)(y + lf = x-2(2) 


* Nến X > 2 : 


* Nến X < 2: 


(l)=*ỉ/<2 
{2)^y>2 
(1) => y > 2 
{2)^y<2 


Vô nghiệm 
Vô nghiệm 


Sưy ra X = 2 =>■ y = 2. 

Thử lại ta thấy X — y — 2 thỏa hệ. 

Vậy hệ phương trình có nghiệm (2;2) □. 


Bài 10: Giải hệ phương trình 


X 5 + y 5 + z 5 = 3 
X 6 + y 6 + z 6 = 3 


Giải 

© Ý tưởng: từ hai phương trình trên ta suy ra X 6 + y 6 + z 6 = X 5 + y 5 + z 5 . 

Ta nghĩ tới việc đánh giá giữa X 6 + y 6 + z 6 và X 5 + y 5 + z 5 , cụ thể là ta sẽ đi chứng minh 
X 6 + y 6 + z 6 ^ X 5 + y 5 + z 5 . 

Dĩ nhiên để chứng minh được bất đẳng thức này ta phải nghĩ tới việc sử dụng công cụ mạnh 
là bất đẳng thức Holder. 

© Lời giải: 

Từ giả thiết ta suy ra X 6 + y 6 + z 6 = X 5 + y 5 + z 5 
Ap dụng bất đẳng thức Holder cho 6 bộ ba số dương có : 

(x 6 + y 6 + z 6 ) 5 .(l + 1 + 1) > (|a :| 5 + \y\ 5 + \z\ 5 ) 6 > (x 5 + y 5 + z 5 ) 6 

_ yG _ 

x,y,z^0 

Kết hợp với giả thiết suy ra, X — y — z — 1. 

Thử lại ta thấy hệ phương trình đã cho có nghiệm (1; 1; 1) □ 

, " ” í x 2 y 2 — 2x + y 2 = 0 ( 1 ) 

Bài 11: Giải hệ phương trình < 

\7x 2 - Ux + 3y 3 + 10 = 0 ( 2 ) 


Giải 


y 2 = 


2x 


X 2 + 1 


V 1 => 


Từ (1) suy ra: 


X ^ 0 
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Từ (2) suy ra 7(x — l) 2 + 3 (y 3 + 1) = 0 

Mà 7(x - l) 2 > 0; 3 (y 3 + 1) > 0 (do (*)) =>• 7(x - l) 2 + 3 (y 3 + 1) > 0 

? í (x — l) 2 = 0 ị X = 1 

Đẳng thức xảy ra o < < 

ll/ 3 + l = 0 i y = -1 

Thử lại ta thấy hệ có nghiệm (x;y) — (1; —1) □ 


Bài 12: Giải hệ phương trình (*) 


X 2 + y 2 + z 2 + 2 xy — xz — yz = 3 
X 2 + y 2 + yz — zx — 2 xy — —1 


Giải 


© Ý tưởng: Ta thấy rằng ở phương trình thứ nhất có thể phân tích thành một bình phương 
của một tổng theo X, y, z và còn dư một lượng theo z 2 , phương trình thứ hai cũng có thể phân 
tích thành bình phương của một tổng có chứa x,y,z nhưng lại thiếu một lượng theo z 2 . 

Từ đó ta nghĩ tới việc đánh giá z 2 từ mỗi phương trình. 

© Lời giải: 

Viết lại hệ (*) dưới dạng 


(x 2 + y 2 + 2 xy) — z(x + ỳ) + z 2 = 3 
(x 2 + y 2 — 2 xỳ) — z(x — y) = — 1 




{ (x + y - 
(x-y- 





j (x + y) 2 - z{x + y) + 
1 (x - yf - z(x -y) + 



> 0 
^ 0 



Ị z 2 ^ 4 
ịz 2 ^ 4 


<=> z 2 = 4«- 


z = 2 
z = -2 


* z = 2, (**) 


(x + y — l) 2 = 0 ịx + y — 1=0 




* z = —2, (**) 


{x-y- l) 2 = 0 
(x + y + l) 2 = 0 
(x — y + l) 2 = 0 




X — y — 1 = 0 
X + y + 1 = 0 


X 


y +1 = 0 



Thử lại ta thấy hệ có nghiệm (x] y\ z) — (1; 0; 2), (—1; 0; 2) □. 


Bài 13: Giải hệ phương trình 


2 X + 4 y = 32 
xy = 8 


Giải 

© Y tưởng: Ta thấy phương trình thứ nhất của hệ có dạng tổng, phương trình thứ hai có dạng 
tích nên nghĩ tới việc sử dụng bất đẳng thức AM-GM để đánh giá. 

© Lời giải: 

Do xy = 8>0^x,y cùng dấu 
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Nếu X < 0, y < 0 => VT <2 <VP =$■ phương trình vô nghiệm. 
Nếu X > 0, y > 0: 

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM có: 




Ỉ 2 X = 2 2y 

X = 2 y -v=> 
xy = 8 



Thử lại ta thấy nghiệm (4;2) thỏa hệ. 


Vậy hệ phương trình có nghiệm (4;2) □ 



Giải 

Ta thấy X = y = z = 0 ỉầ một nghiệm của hệ. 

X Ỷ 0 

Nếu y Ỷ 0 thì x,y,z > 0. Khi đó, nhân 3 vế của hệ phương trình ta có 

ZỶ 0 

(^WTÌ)FTÌ) =«<* 2+ w 

Mặt khác áp dụng bất đẳng thức AM-GM có: 


(x 2 + 1 )(y 2 + 1 )(z 2 + 1) ^ 2Võc^.2\fỹ.2— 8 \xyz\ — 8xyz (do xyz > 0) 

{ X, y, z > 0 

^ X — y — z — 1 

X 2 = y 2 = z 2 = 1 

Thử lại ta thấy X — y — z — 1 thỏa hệ. 

Vậy hệ phương trình có nghiệm (0;0;0), (1;1;1) □. 

© Nhận xét: 

, 2 i 2 

1) Bài hệ trên cũng có thể giải bằng hàm đơn điệu. Cụ thể xét hàm f(t) — —, ta có 

f{t) = — ——7 nên f(t ) đồng biến trên (0; +oo). 

(t z + 1Ỵ Z 

Dễ thấy X, y, z ^ 0 do đó không giảm tổng quát giả sử X — max{x; y\ z} thì 
/0*0 > f(y ) =^y>z^ f(y) ^ f(z) =>z^x=>x = y = z. 

Ta cùng xem qưa bài toán tổng quát hơn: 
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( 2x z 


x 2 + l~ y 

Bài 15: Giải hệ phương trình sau: < 

3 y 3 

, , = z 

y 4 + y 2 + l 


4z 4 


— - -. -—-= X 


V z 6 + z 4 + z 2 + 1 


Giải 


Rõ ràng nếu một trong số các ẩn X, y, z bằng 0 thì các X — y — z — 0. 
Như vậy X — y — z — Olà nghiệm của hệ đã cho. 

Nếu x,y,Zỹ^0^x,y,z>0 
Ta có: 


X 2 + 1 ^ 2x 


y A + y 2 +1 > ĩ>y 


2 X 2x 2 ^ 

< 1 => y = J 7 < z (!) 


X 2 + 1 X 2 + 1 

3 y 2 _ 32/ 3 


+ z 4 + z 2 + 1 ^ 4z 3 


í/ 4 + I/ 2 + 1 

4^ 3 


c 1 =* z = 


I/ 4 + I/ 2 + 1 


< ĩ/ (2) 


^ 1 =>■ a: = 


4z 4 


z 6 + z 4 + z 2 + 1 
Từ (1),(2), (3) ta suy ra X — y — z — 1. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm X = y = z = 0 hoặc X = y = z = 1 □. 


z 6 + z 4 + z 2 + 1 


0(3) 


í rr 4 + 2/ 2 = 9 

Bài 16: Giải hệ phương trình < 

1 X 2 + y 2 + xy — 3x — 4y + 4 = 0 


Giải 

Giả sử hệ phương trình có nghiệm (x, y) Viết lại phương trình thứ hai theo x: 

X 2 + x(y — 3) + (y — 2) 2 = 0 

Để phương trình có nghiệm X thì 

A x = (y- 3) 2 - 4 (y - 2) 2 ^ 0 ^ -3 y 2 + lữy - 7 > 0 4» 1 < y < ^ (1) 
Viết lại phương trình thứ hai theo y: 

y 2 + ỉ/(x — 4) + X 2 — 3x + 4 = 0 
Để phương trình có nghiệm y thì: 

_ 4 

A y = (x — 4) 2 — 4(x 2 — 3x + 4) ^ 0 —3x 2 + 4x ^ 0 0 ^ X ^ ^ (2) 

o 

/4\ 4 /7\ 2 697 

Từ (1) và (2) =>- X 4 + y 2 ^ í ^ j + ( 2 ) — -^j- < 9 (mâu thuẫn) 

Vậy hệ phương trình đã cho vô nghiệm □ 


Bài 17: Giải hệ phương trình: 
ị ựx + y/ỹ + ựz — VAÕĨÕ 

1 1 1 1 _ 1 1 1 
_ [ 3x + 2y 3y + 2z 3z + 2x X + 2y + 2z y + 2z + 2x z + 2x + 2y 
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Giải 


© Ý tưởng: Do số ẩn và phương trình không bằng nhau nên ta sẽ dùng bất đẳng thức. Khó có 
thể so sánh ựx + y/ỹ + với V 2010 , nên ta sẽ khai thác phương trình sau. 

© Lời giải: 

ĐKXĐ: X, y, z không âm và không đồng thời bằng 0. 

Theo BDT Cauchy-Shwarz ta có: 


1 

3x + 2 y 


1 2(2a; + 2 y + z) 2{2x + 2y + z) 

X + 2y + 2z (3x + 2 ỳ) (x + 2y + 2 z) ^ (2x + 2y + z) 2 

1 1 2 

— -—-1-—-—— ^ —-—- 

3x + 2y X + 2y + 2z 2x -\-2y + z 


Tương tự ta cũng có: 


Sưy ra: 


1 

3 y + 2x 

1 

3z + 2x 


1 

y + 2x + 2z 
z + 2x + 2y 


2 

> ——--— 

x + 2^ + 2z 

> -——— 

y + 2x + 2z 


> 


+ 


+ 


3x + 2 y 3y + 2x 3z + 2x 2x + 2 y + z X + 2y + 2z y + 2x + 2z 


Dấu “=" xảy ra ^ X — y — z. 

Ô70 

Thay vào hệ ta có: 3 y/x — yf 2010 -v^ X = 

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất ( x\y\z ) = 


670 670 670 

( 3, ’ ÍT’ 3, 


)• ° 


Bài 18: Giải hệ phương trình: 

y/ãr+ã + y/y + ữ + \J z + ữ 

\fã — X + -y/a — y + \Ja — z 



Với a > 1 và a là hằng số. 


Giải 


Đặt 3L = + a + y/ỹ~+b + y/z + a, B = y/a — X + -y/a — y + \Ja — z 

< , _ í Ẩ 2 ^ 3(3a + £ + y + z) 

Áp dụng BĐT Cauchy-Schwarz: < 

-B 2 ^ 3(3a — a: — y — z) 

Cộng vế theo vế ta có: Ẩ 2 + B 2 ^ 18a (*) 

Mặt khác theo giả thiết ta lại có: 


A 2 + B 2 = 9 


a 2 + 1 a 2 — 1 


= 18a 


Vậy dấu ‘ ” trong (*) xảy ra 

•\/a + X — y/ã + y — \[ã + z — 




y/a — X — y/a — y — \Ja — z — 



^ X — y — z — 


1 

a 
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Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x, y, z) = 


(«'a'a) 
\a a a J 


. □ 


Bài 19: Giải hệ phương trình 


\/l + X\ + \/l + x 2 + ••• + y/l + X 2010 — 2010 
\/l — X\ + y/1 — x 2 + ••• + \/l — 2^2010 — 2010 



Giải 


Điều kiện: -1 ^ ^ 1 (i= 1, 2, 3, 2010). Ta có 

2011 _ _ _ n 

2010 2 . 2 Q^Q = (\/l + X 1 + \/l + + ••• + \/ĩ + Ĩ 2 ÕĨÕ ) 2 ^5 2010(2010 + 2q + £2 + ... + £ 2010 ) 

Suy ra Xi + x 2 + ... + £2010 ^ 1 ( 1 ) 

Lại có 

2011 _ _ _„ 

2010 2 .2QPQ = — X 1 + Vl — x 2 + ... + \J\ — X 2 ÕĨÕ ) 2 V 2010(2010 — £1 — £2 — ... — £ 2010 ) 

Do đó Xi + x 2 + ... + £2010 ^ 1 (2) 

Từ (1) và (2) suy ra Xi + x 2 + ... + £2010 — 1 
Do đó hệ phương trình đã cho trở thành 


1 + Xi = 1 + x 2 = ... = 1 + £2010 
< 1 + Xi — 1 + x 2 — ... — 1 + X2010 
aq + x 2 + ... + £2010 = 1 


1 

o Xị — X 2 — ... = X2010 = ——— 
2010 20 10 


Vậy hệ phương trình có nghiệm Xi — —2— (i — 1, 2010) □ 

2010 



'^ + ^ + ^ = 373 

V x Vỹ V z 

Bài 20: Giải hệ phương trình: < 

X + y + z = 1 

7 

xy + yz + zx = — + 2xyz(*) 

1 27 


Giải 


© Ý tưởng: Bài này có thể giải bằng cách bình thường vẫn cho ta kết quả,nhưng để ý phương 
trình (*) chính là BDT IMO 1984. Như thế hệ có liên quan đến BĐT. Phương pháp BĐT sẽ 
cho ta lời giải đẹp và gọn hơn trong bài toán này. 

Ta có: 

7 

(*) -v^ xy + yz + zx — 2 xyz — — 

1 


Lại có: 

xyz ^ (x + y — z)(y + z — x)(z + X — y) — (1 — 2x)(l — 2y)(l — 2 z) 

8(xy + yz + zx) — 2 

=>■ 9 xyz ^ 4 [xy + yz + zx) — 1 -v^ 2 xyz ^ --—-- 

1 (x y ~\~ -^) 2 

Ta phải chứng minh xy + yz + zx ^ 2- = -7—- (đúng) 

0 0 

Dấu “=” xảy ra,<^x = y = z= Tị 


9 
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Thử lại vào hệ phương trình thấy thỏa mãn. 

■ _ __ 111 
Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x, y, z) = (-, -). □ 

3 3 3 


{ xy(x + y) = X 2 — xy + y 2 

1 1 

yy + ^3 = 16 

_ x đ y ó _ 


Giải 


Điền kiện x, y 7 ^ 0. 

1 r , 1 

Dặt a — — và b = - 
X y 

, 1 /1 1\ 1 1 1 
Từ giả thiết ta suy ra —r (■“+,) = o —r + 7 -y ^ a + b = a 2 — ab + b 2 

ab \a b Ị a 2 ab b 2 


i = a 3 + b 3 — (a + ò)(a 2 — a.b + tí 2 ) = (a + tí) 2 

0 ^ a + 6 ^ 4 


X 3 ' y 3 


x 3 9 9 (a + ò ) 2 (a + ỏ ) 2 

Ta có bat đăng thức sau: a — ab + 6 ^ ---^a + ố^ --- 


“1 + “1 = ( a + k) 2 ^ 16 

Đẳng thức xảy ra nên a = b=>x = y = ^. 
Vậy hệ có nghiệm duy nhất X — y — - □. 


/ 2009 


Bài 22: Giải hệ phương trình < 


Xi — 2009 

i =1 

2009 2009 

^ ị=l i=l 


Giải 


Giả sử (aq, X 2 , ■ ■ ■, X 2009 ) là một nghiệm của hệ. 
Không giảm tổng quát giả sử ^ ^ ... ^ x| 009 . 

Áp dụng bất đẳng thức BCS ta có 


2009 /2009 \ 2 2009 

2009£4» ^ 2009 (1) 

i=l \ 2—1 / * 1 


Áp dụng bất đẳng thức Chebysev cho các bộ số (xf,x 2 , ... ,^ 2009 ) và ( x ĩi x 2 i ■ ■ ■ >^ 2009 ) được 
sắp thứ tự ta có 


Từ (1) và (2) ta suy ra 


( 2009 \ /2009 \ 2009 

V : (V 1) « 2009^4 (2) 

1=1 / \i =1 / i= 1 

2009 2009 

( 3 ) 

1=1 1=1 


Đẳng thức xảy ra o- Xị = X 2 = ... = ^2009 — 1 

Thử lại ta thấy Xi — 1 (i — 1, 2009) là nghiệm duy nhất của hệ phương trình. □ 
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Bài tập tự luyện 

Bài 1: Giải hệ phương trình 
Bài 2: Giải hệ phương trình 
Bài 3: Giải hệ phương trình 
Bài 4: Giải hệ phương trình 

Bài 5: Giải hệ phương trình 

Bài 6: Giải hệ phương trình 


x 2 y 2 — 2x + y 2 = 0 
2x 2 — 4x + 3 + y 3 = 0 
xy 3 — 9 
X + 3y = 6 
\fx + yjỹ + \fz — 3 
(1 + x)(l + y)( 1 + z) = (1 + ặxỹz) 3 
3(x 2 + y 2 + z 2 ) = 1 
x 2 y 2 + y 2 z 2 + Z 2 X 2 — xyz(x + y + zý 

111 r- 

—7= H- — H—7= = 3v/3 


/X y/ỹ y/z 
X + y + z — 1 

y 7 + 1 = (x + l)(x 2 + l)(x 4 + 1) 
x 7 + l = ( Z / + l )( Z / 2 + l )( Z / 4 + l ) 
f 3 ũ4 + % = 2007 


x z 


Bài 7: Giải hệ phương trình < 


3o4 +4z = 2007 


V 


30^ + 4x = 2007 


2x 2 


X 2 + 1 

3 y 3 


= y 


= z 


Bài 8: Giải hệ phương trình < 


= t 


= X 


Bài 9: Giải hệ phương trình 


Bài 10: Giải hệ phương trình 


y 4 + y 2 + 1 

4z 4 

z 6 + z 4 + z 2 + 1 
5 1 5 

t 8 + t 6 + t 4 + t 2 + 1 
X 3 + y — 3x + 4 

2 y 3 + z = 6y + 6 
3^ 3 + a: = 9^ + 8 
ị X 2 + y 2 — l 

\ 125ý 5 - 125r/ 3 + 6\/Ĩ5 = 0 
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TỎNG HỢP các bài Hệ phương trình 


Hệ phương trình hữu tỉ 


Bài 1: Giải hệ phương trình 


X 2 — 4xy + X + 2y = 0 (1) 

X 4 — 8 x 2 y + 3x 2 + 4 y 2 — 0 (2) 


Giải 

Nhận thấy ở phương trình (1) có hạng tử x 2 +2y và ở phương trình (2) lại có hạng tử x 4 +4ĩ/ 2 ,Nên 
ta nghĩ đến việc phân tích cả 2 phương trình đêư có hạng tử X 2 + 2 y 
Hệ phương trình tương đương 

X 2 + 2y + X — 4 xy = 0 ( (x 2 + 2 y) + x(l — 4 y) — 0 

«• < ' ọ 

X 4 + 4x 2 y + 4 y 2 + 3x 2 — 12 x 2 y = 0 1 (x 2 + 2 y) + 3x 2 (l — 4 y) — 0 


Đặt X 2 + 2y = a và 1 — 4y = b ta có HPT: 


a + xb = 0 
a 2 + 3 x 2 b — 0 


x 2 b 2 + 3 x 2 b = 0c> x 2 b(b + 3) = 0 


X = 0 
6 = 0 
6 = -3 


* Với T = 0 y = 0 

* Với & = 0 ^|/=ịC>x 2 -x + x+ ^= 0 (Vô nghiệm) 

Với ò = — 3 ỉ/ = 1 I 2 - 4x + a; + 2 = 0y^a; 2 — 3 t + 2 = 0<^> 
Kết luận: Hệ có nghiệm (x]y) là (0; 0); (2; 1); (1; 1) □ 


X = 2 

X — 1 


Bài 2: Giải hệ phương trình sau 


81 x ồ y - 81 x 2 y 2 + 33 xy 2 - 29y 2 = 4 (1) 
25 y 3 + 9x 2 y 3 - 6xy 3 - 4 y 2 = 24 (2) 


Giải 

Nhận thấy VT(1) có nhân tử y 2 chung. Vì thế chia cả hai vế phương trình (1) cho y 2 (y Ỷ 0) 
rồi biến đổi phương trình (1) về dạng f(t) — O.Từ đó ta sẽ biến đổi phương trình (2) về dạng 

m = 0 . 

Nhận thấy X = 0 hoặc y — 0 không thoả hệ. Xét xy Ỷ 0- 


Hệ tương đương với 


81x 3 - 81 t 2 + 33t - 29 = 4 

ỳ 

24 4 


^ < 


— H— = 25 + 9x — 6x 
y 3 y 


3(3x - ir + 2(3x - 1) = 24 + - 

\y 

ĩí-') + 2,- = 24 + (3x — l) 2 

\yj y 

2 _ í 3a 3 + 2a = 24 + 6 2 

Đặt 3x — 1 = a và - = 6, ta có hệ đối xứng loại 2: < 

y { 36 3 + 26 = 24 + a 2 

Trừ vế theo vế của hệ ta được 

3(a — 6)(a 2 + ab + 6 2 ) + 2(a — 6) + (a — 6)(a + 6) = 0 
(ữ — 6) (3a 2 + 3ab + 36 2 + 2 + a + 6) = 0 


a — b 
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Thay vào một trong hai phương trình của hệ ta có 

ị 3x-1 = 2 ( X = 1 

3a 3 — a 2 + 2a — 24 = 0 -vv- (a — 2)(3a 2 + 5a + 8) = 0 ữ = 2 =>■ < 2 •<=>•< 

\y 2 1 * 1 

Kết luận: Hệ có nghiệm (x;y) — (1; 1) □ 


_. . ... rr 3 + 3 xý 2 — 6 xy — 3x — 49 (1) 

Bài 3: Giải hệ phương trình < 

Ị X 2 — 8 xy + y 2 = 10 y — 25x — 9 (2) 


Giải 


Xét (1) + (2).3 ta có 

X 3 + 3 xy 2 — 6 xy + 3x + 49 + 3x 2 — 24 xy + 3 y 2 — 30 y + 75x + 27 = 0 
<=> (x + l)(x 2 + 2x + 3 y 2 — 30 y + 76) = 0 
^ (x + l)[(x + l) 2 + 3 (y - 5) 2 ] = 0 
•v^> X = —1; y — 5 

Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x;y) = (—1; 5). □ 

© Nhận xét: Bài toán trên cũng có thể giải bài phương pháp ẩn phụ tổng - hiện. Cụ thể đặt 

X — a + b;y — a — b. 


Bài 4: Giải hệ phương trình sau: 


9y 3 (3x 3 - 1) = -125 
45 x 2 y + 7bx — 6 y 2 


Giải 


Với X = 0 hoặc y — 0 hệ vô nghiệm 
* Với X Ỷ 0 y à y Ỷ 0 ta có hệ tương đương với: 


_ , , 125 
Tỉx 3 + = 9 

yi 

2 

45.-h 75.— = 6 

y y 2 




27:r 3 -'f -9 

ir 

3.X.- [ 3x + - 

y V y 


= 6 


Đặt a — 3x và b — - ( b Ỷ 0).Hệ trở thành: 

y 


a 3 + b 3 = 9 [ (a + b) — 3ab(a + b) = 9 [a + 6 = 3 

ab(a + b) = 6 Ị ab(a + b) = 6 Ị ab — 2 


a — 1 
6 = 2 
a = 2 
6 = 1 


Từ đó tìm được nghiệm của hệ là (x; 7/) là ( ^ Ị ; Ị 5 ) □ 

ổ z Ị \ ổ 


Bài 5: Giải hệ phương trình sau 


X 2 + y 2 + 2x = 3 

2 (x 3 + y 3 ) + 6x 2 = 3 (x 2 + y 2 ) + 5 




260 


Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Giải 


Hệ phương trình tương đương: 

( (x + l) 2 + y 2 = 4 ị (x + l) 2 + y 2 = 4 Ị (x + l) 2 + y 2 = 4 

\ 2x 3 + 6x 2 + 2 y 3 = 3 (3 — 2x) + 5 \ 2x 3 + 6x 2 + 6x + 2 + 2ĩ/ 3 = 16 Ị (x + l) 3 + y 3 = 8 


Đặt a = X + 1 và b = í/, Hệ trở thành: 


(*) 



4 

8 


Đến đây ta sẽ lập phương trình thuần nhất từ hệ trên: 

(*) <Ễ=t (a 2 + 6 2 ) 3 = (a 3 + ò 3 ) 2 <Ễ=t 3 a 2 b 2 (a 2 + b 2 ) - 2a 3 b 3 = 0 
a 2 b 2 (3a 2 + 3Ò 2 — 2ab ) = 0 <í=t 


a = 0 
6 = 0 


Nến a = 0 X = — 1 <^> 2 / = 2 
Nến 6 = y = 0:<t»x = l 

Vậy hệ phương trình có nghiệm (x; 7/) = (—1; 2), (1; 0) □ 

ĩ ” í 2y(a; 2 — y 2 ) = 3x 

Bài 6: Giải hệ phương trình < 

Ị x(x 2 + y 2 ) = 10 y 


Giải 


Nến X = 0 hoặc y = 0 thì hệ có nghiệm (x; 7/) = (0; 0). Xét xy Ỷ 0? chia hai phương trình vế 
theo vế ta có: 


2y(x 2 - y 2 ) 
x(x 2 + y 2 ) 


= ^_^20y 2 (x 2 -y 2 ) = 3x 2 (x 2 + y 2 ) 


3x 4 - 17x 2 y 2 + 20 y 4 = 0«(i 2 -4í/ 2 )(3z 2 - 5y 2 ) = 0 ^ 


X 2 = 4í/ 2 



Nến X 2 = 4 y 2 ta có hệ 

X = 2] y = 1 
x = -2] y = -1 

Nến X 2 = ta có hệ 
o 

15 ^135 

2 ^ 135 ’ 2 

-15 _ -^135 

2 ^ 135 ’ y ~ 2 


ị‘2y- 2 Ỵ=3x ị ịy 3 = ỹx 

1 x.^— = 10 y Ị 4 xy = 15 

V o 


1 2y.3y 2 — 3x 
Ị X.5y 2 = 10 y 
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Vậy hệ phương trình có nghiệm (x; y) — (0; 0), (—2; —1), (2; 1), 


(- 15 


Ị -15 —^Ĩ3õ\ 
y 2^135 5 2 ) 


V 2^135 ’ 


^Ĩ3õ\ 

2 ■ 


□ 



z 2 + 2 xyz — 1 ( 1 ) 

Bài 7: Giải hệ phương trình < 

3 x 2 y 2 + 3 xy 2 = 1 + x 3 y 4 ( 2 ) 


z + zy 4 + 4y 3 = 4y + 6y 2 z (3) 

Giải 


Vì 2 = 0 không là nghiệm của hệ phương trình nên (1) xy = 
Đặt z — 


2z 

/ 7T 7T\ _ 

ặt z — tan 9 ? (*) với (p e Ị^— —, — J \ { 0 } (a) => cosp Ỷ 0? sin ự? Ỷ 0 
1 — z 2 1 — tanV 

. . 1 o, „ 


Ta có: xy — 

2 z 2 tan (p 

Thay vào (2) ta được : 


= cot 2 ip 


3cot 2 2 if> + 3 y cot 2if> = 1 + ycot 3 2<£> y — — 7 ^-—T_——— = —2— = tan 6 tp 

cot ứ 2</? — 3 cot 2 Lp cot 6</3 

Ta suy ra: X — cot 2if. cot 
Thay vào (3) ta được : 

4 tan 6(23 — 4tan 3 6</3 . . 

z — -2-—ộ-————= tan24ơ? (**) 

1 — 6tan 2 6</3 + tan 6^3 

Từ (*)và (**)ta có: 


tan 24 (p — tan ip 24<y3 — (p + kĩT, k e z -v=> (f = 


kiT 

23’ 


ke z 


/ 7T 7T\ 

Với if> e 1^— —, —J \ {0}ta thu được: 


<p = 


± 7r _|_ 27r _j_37T 47T _j_57T _j_67T _j_77T _j_87T _j_ 97T _|_107r ^_ll7T 

23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23~’ 23~ 


Vậy hệ phương trình có các nghiệm là: 

(x; y; 2 ) = (cot 2<p. cot tan 6 (/ 3 ; tan 93 ) với 

7T 27T 37T 47ĩ Õ7T Ô7T 77T 87T 97T 1Ũ7Ĩ 117T 

Y 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23 ’ 23 


í x(y 2 + 1) = 3 
Bài 8 : Giải hệ phương trình < y( x 2~]Ị-ỵ\ 4 


X 2 + y 2 5 


Giải 


Từ hệ suy ra xy ^ 0 và . X Ỷ ±1. Bình phương hai phương trình và cộng lại ta có 


'x(y 2 + 1)' 

2 

1 

'y(x 2 - 1)] 

X 2 + y 2 

1 

<N 

+ 

_ 1 


x 2 (y 2 + l) 2 + y 2 (x 2 — l) 2 = (x 2 + y 2 ) 2 
(x 2 y 2 + 1 — X 2 — y 2 )(x 2 + y 2 ) = 0 
4 » (x 2 - l)(y 2 -l) = 0y»y 2 -l = 0^y = ±l 
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* Với y = 1 ta có hệ 


Với y — —1 ta có 



5 

4 


5 

-4 


44 rr = 3 


<=> X = - 

3 


Thử lại ta thấy hệ có nghiệm (x; y) — (3; 1), —1) □ 

3 


92003 ; 7 92002 

X + y + xy — z + 2 z 

X 4 + y 4 = 2z 22004 (/) 

(x + 7/) z_1 = (2; + 2004) x ~ y 


Giải 


Từ hệ ta có: 


ọ2004 A A 9 9 q2003 / V 

2z 2 = X 4 + y 4 ^ 2 x 2 y 2 =4 xy ^ z 2 (1) 


Lại có 

(x + 2/) 4 ^ 4(x 2 + y 2 ) 2 ^ 4.2 (x 4 + y 4 ) — 16 z 2 ‘ 2004 ‘ => X + y ^ 2z 22002 ( 2) 
(1) và (2) cho ta: 

q 2003 . _ 92002 

X + y + xy ^ z + 2z 

Dấu “ xảy ra khi và chỉ khi X — y — z 22002 . Khi đó ta có: 


92002 

X — y — z 

(2xỴ~ 1 = {z + 2004) x_ỉ/ 



Vậy hệ có 3 nghiệm: ( x;y;z ) = 

( 2 ; 2 ;± 2200 ^ 2 ) D 


x + y + z + t = 15 (1) 

Bài 10: Giải hệ phương trình < 

X 2 + y 2 + z 2 + í 2 = 65 (2) 

(/) 

x 3 + y 3 + z 3 + t 3 = 315 (3) 


xt — yz (4) 


Giải 


Ta có 

(2) 44 (x + í) 2 + ( 7 / + z) 2 — 2xt — 2yz = 65 

44 (x + y + 2 + í) 2 — 2{x + t)(y + z) — 4 xt — 65(do(4)) 

(x + y + z + t) 2 — 2{x + t ) [15 — (x + t )] — 4xí = 65(do(l)) 
4 » 15 2 - 2(x + t) [15 -(1 + t)] - 4 xt = 65 
4» (x + tf - 15(x + t)- 2xt = -80(5) 




Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


263 


Lại có: 

(3) -v=> (x + í) 3 + (y + z ) 3 — 3 xt(x + t) — 3 yz(y + z) = 315 
(x + t) 3 + (y + z) 3 — 3xí(x + y + z + í) = 315(do(4)) 

(x + y + z + t) 3 — 3(x + t)(y + z)(x + y + z + t) — 45 xt — 315(do (1)) 
^ 15 3 - 45(x + í) [15 -{x + í)] - 45 xt = 315 
(x + t) 2 — 15(x + t) — xt = —68(6) 


Ta có: (6) — (5) => xt = 12 (5) 
Thay vào (5) ta được: 


(x + t) 2 - 15(x + t) + 56 = 0^ 


X + t = 8 

X + t — 7 


Kết hợp (5) ta tìm được (x; í) = (2; 6), (3; 4). Từ đó nghiệm của hệ là 

{x; y, z; t ) = (6; 4; 3; 2), (6; 3; 4; 2), (2; 4; 3; 6), (2; 3; 4; 6), (4; 6; 2; 3), (4; 2; 6; 3), (3; 6; 2; 4), (3; 2; 6; 4) 



X 3 + y 3 + X 2 (y + z) — xyz + 14 (1) 

Bài 11: Giải hệ phương trình: < 

y 3 + z 3 + y 2 {x + z) = xyz — 21 (2) 


z 3 + X 3 + z 2 (x + y) — xyz + 7 (3) 


Giải 


(1) + (2) + (3) => X 3 + y 3 + z 3 + ( X 2 + y 2 + z 2 ) (x + y + z) = 3 xyz 

(x + y + zf — 3 (x + y + z) (xy + yz + zx) + (x 2 + y 2 + z 2 ) (x + y + z) =0 
(x + y + z) [x 2 + y 2 + z 2 — (xy + yz + zx) + X 2 + y 2 + z 2 ] =0 




X 2 + y 2 + z 2 — (xy + yz + zx) + X 2 + y 2 + z 2 = 0 (*) 


a; + y + 2 = 0 (**) 

Từ (*) ta có: 

X 2 + y 2 + z 2 — (xy + yz + zx) ^ 0 
x 2 + y 2 + z 2 ^ 0 

Dấu “=” xảy ĩã.<^x = y = z = 0 
* Từ (**) ta có: z = — (x + y) 

Thay vào (1) và (3) ta có hệ phương trình sau: 


y 3 + xy (x + ỳ) — 14 
X 3 + xy (x + y) = 7 


V ^ 0 


ự) 


Xét X = 0 (ĩ) o 


y 3 = 14 


0 = 7 

Xét 1^0. Đặt: y — kx ta có: 


(vô nghiệm) 


Ự)** 


X 


X 


{k 3 + k 2 + k) =14 (4) k 3 + k 2 + k 

(k 2 + k + l) = 7 (5) k 2 + k + 1 


= 2^ k 3 -k 2 -k- 2 = 0^k = 2^y = 2x 
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Thay vào (5) ta được: X — 1 y — 2 

z = —3 



Vậy hệ phương trình có 1 nghiệm là: 

{x-,y,z) = 

(1;2; - 

-3) □ 


X 3 + x(y 

\2 

-z) 

= 2 

Bài 12: Giải hệ phương trình sau: < 

y 3 + y(z 

\2 
— x) 

= 30 


z 3 + z(x 

-VỸ 

= 16 


Giải 


Ta đưa hệ về dạng: 


Lấy (1) + (2) — 2(3) ta có: 


{ x(x 2 + y 2 + z 2 — 2 yz) — 2 (1) 
y(x 2 +y 2 + z 2 — 2 xz) — 30 (2) 
z{x 2 + y 2 + z 2 — 2 xy) — 16 (3) 


(x + y — 2 z) (x 2 + y 2 + z 2 ) = 0 


x + y — 2z — o^y — 2z — X 

X 2 + y 2 + z 2 = 0 43- X = y = z = 0 (/) 


Thay y = 2z — X vào phương trình (1) và (3) ta có: 

x(2x 2 + z 2 — 2xz) — 2 (4) 
z(4x 2 + 5 z 2 — 4 xz) — 16(5) 


Đặt z = kx ta tìm được k — 2 

Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm là: (x, y, z) — (1, 3,2) □ 
Bài 13: Giải hệ phương trình 

Ỉ _5 

X 2 + y + x 3 y + xy 2 + xy — -Ị- ( 1 ) 

X 4 + y 2 + xy(l + 2x) — —Y (2) 

(ĐH khối A - 2006) 


Giải 


Hệ phương trình tương đương: 


Ỉ —5 
X 2 + y + xy + xy(x 2 + y) = —ị- 

(x 2 + y ) 2 + xy=-^- 


Đặt u = X 2 + y\ V — xy ta có hệ 


í -5 


( — 5 ọ 

1 u + V + uv = — 


V = —- - u 

{ u2+v = ~r 

<=>■ < 

4 

u 3 + u 2 + - = 0 

^ 4 


u = 0, V 

-1 

u ~ ~2~’ 
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Giải 


ĐXKĐ: x,y,z 0 

Nhân hai vế của các phương trình lần lượt với x 2 ,y 2 , z 2 ta có: 


x 2 y 2 + X 2 Z 2 — X 4 = 4 xyz 
y 2 z 2 + x 2 y 2 — y 4 = 6 xyz 
X 2 Z 2 + y 2 z 2 — z ẩ — 8 xyz 


Lại có: 


( 1 ) - 2 • ( 2 ) + (3) ^ 2 y A - y 2 z 2 - x 2 y 2 - X 4 + 2x 2 z 2 - z 4 = 0 
<Ễd> y 2 (2y 2 - X 2 - z 2 ) - (x 2 - z 2 ) 2 = 0 
6 xz' 




2y z 


y 2 + 


y 


(x 2 - z 2 ) 2 = 0 


y A — 6xyz — (x 2 — z 2 ) 2 — 0 


2 -* 2 ) 2 

<í=> (y 2 — X 2 + z 2 )(y 2 + X 2 — z 2 ) — 6 xyz — 0 
4 yz 8 xy 




X z 

,2 


— 6 xyz — 0 


32 ỳ — Qxyz = 0 16 y — 3 xz — 0 


16 


3 xz 


Thay xz = vào (2) và y = 

3 16 


vào (1) và (3) ta có: 


-X 2 + y 2 + ^z 2 — 0 


< 


X 2 -y 2 + z 2 = 32 
^ -^-x 2 + y 2 - z 2 = 0 


( 288 128\ 
64, 1 

5 5 / 

A x . . 9 9 9 . , yz zx xy A 

lừ hệ ban đâư ta thây với những giá trị (ar; y , z ) trên, các hạng tứ —, —, — đêư dương. 

X y z 

Giả sử X < 0, từ (1) ta có yz < 0. Tương tự với y < 0 và z < 0. 

Vậy nghiệm của hệ là (x,y,z) = ( 8,’ í 8 ’ ~ l2 \ỉ\' ~ 8 \ÍỸ) ’ 




266 


Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 




- j , Ị —8,-12 J 8Y - I và các hoán vị □ 


2z (x + y) + 1 — X 2 — y 2 (1) 

Bài 15: Giải hệ phương trình ị y 2 + z 2 = 1 + 2xy + — 2 yz (2) 

y (3x 2 - 1) = -2x (x 2 + l) (3) 

Giải 

Vì X = ±—không thỏa phương trình (3)nên: 

v3 

—2x (a: 2 + 1) 3x 3 — X — 2x (x 2 + 1) X 3 — 3x 

(3 )**y= oT 1 &x + y = -- ^ x + y = ^-^- 


Đặt X — 
Ta có 


3x 2 — 1 * 3x 2 - 1 

x = tan (p, tp e I) \ |-g ; ^ j =>cosvỶ 0, cos 3tp Ỷ 0 

tan 3 9 ? — 3 tan ip 


tan (p + y = 


3tan 2 9? — 1 


<=> y — tan 3 if — tan ip 


X 2 — y 2 — 1 

(1) -v^ z = — —— (do X — — r/không thỏa phương trình (1) =>■ tan 3 (p Ỷ 0) 

2 {x + y) 

(2 tan tp — tan 3ip). tan 3(p — 1 2 tan ip. tan 3 (p — tan 2 3 ip — 1 


o z = 


2 tan 3 ip 


2 tan 3<p 


tan 3 (p + cot 3(p t 1 / sin 3 ip cos 3 ip 

<3- z = tan ip -—- = tan ip — - Ị - V - + 


2 \cos3 ip sin 3<p 


•v^> z = tan (f 


1 


sin 6 ip 


(2) X 2 + y 2 + z 2 — 2 xy — 2 zx + 2 yz = l+x 2 o(y + z — X) = 1 + X 2 

2 


-v=> ( tan 3 ip — tan (f + tan (f — 


sin 6 tp 


— tan Lp = 1 + tan 9 ? 




sin 3 ip 1 

cos 3<£> 2 sin 3tp. cos 3tp 


tan ip — 


cos 2 (p 


( 2sin 2 3</7 — 1 \ 2 1 / cos6o3 \ 2 1 

o o" ~ tan V = —kr ^ + tan (p \ = — 

\2 sin ỏ(p. cos 3(f J cos z tp \ sm 6</? J 

/cos6v?. cosíp + sin6<^. sin</?\ 2 1 / cosõíyơ \ 

\ sin 6(p. cos tp ) cos 2 9 ? \sin6tp.cos (pj 

-v=> cos 5 (p — ± sin 6<p cos 5(p — ± cos — 6<^j 

cos5 (f = cos Ị — — 6(f) 5 ip = ± — 6ip) + k2n 

/ \ V 2 / /1 V 2 / 

_ /7T \ ^ / 7T \ 

cos5</3 = cos Ị^— + 6 (fj 5(p = ± Ị^— + 6 ipj + k2ĩĩ 


cos 

1 

cos 2 9? 




^ = 


7Ĩ k2n 7r 

(/?=— + ——, 05 = — — k27T 
r 22 11 ,r 2 

lĩ k2iĩ 


7T 

, _ ,(/? = —— — ẫ;2tĩ 

22 11 2 


(fc G Z) 


Tr , . / 7T 7Ĩ\ , f 7Ĩ lĩ ì , 7T , 37T , 07T , /7T , y7T 

Với: w G ( — (2-; (2- ) \ < — 2-] -^- >=$•(£ = ziz -2-; ± -2-; ± ; ± (-2-; ± Vr- 

y V 2 ’ 2 / N 1 6 ’ 6 / 22 ’ 22 ’ 22 ’ 22 ’ 22 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là: 
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/ 1 \ f 3ĩ 5ĩ Ĩ5Ỉ 97Ỉ 

(x; í,; z) = (tan r, tan 3v> - tan tan = ±^; ±^; ±^l ±^l ±Ị£ □ 

Ị (x + 2) 2 + (Ị/ + 3) 2 = -(ị/ + 3)(i+í-2) 

Bài 16: Giải hệ phương trình < X 2 + 5x + 9z — 7y — 15 = —3 yz 

[ 8x 2 + 1% 2 + 18 xy + 18 yz — —84x — 72 y — 2Az — 176 


Đặt:a = X + 2; b = y + 3 ta có: 


Ỉ a 2 + ab + ò 2 + — 46 = 0 (1) 

a 2 + a — 76 + 3Ò£ = 0 (2) 

8a 2 - 2a + 18 (ò 2 + ab + bz- Ab) - 3(k + 94 = 0 (3) 


Lại có: 


Thay (*)vào (3) ta có: 


Thay 2 = — 


5a 2 + 0 — 47 


(1) b 2 + ab + bz — 46 = —a 2 (*) 


8a 2 — 2a — 18a 2 — 30^ + 94 = 0 

10a 2 + 2a + 30z — 94 = 0 

5a 2 + a — 47 

z =-—- 

15 


vào (2)ta có: 


2 , / 5a 2 + a - 47\ / 5a 2 + a - 12 \ 2 

á 2 + a - 7b - b í - ~Ỷ - ) = 0 4» í -- Ị b = a 2 + a 

5 (a 2 + a) ' -1 ± a/ 24Ĩ , , _ ^ " , , . , v , x 

43- b = ——--—T— (Vì a = -— -không là nghiệm của phương trình) 

5o 2 + a — 12 10 

Nhân 2 vế của phương trình (l)với 3 rồi trừ cho phương trình (2)vế theo vế, ta được: 


2a 2 -a + 3 ab + 3Ò 2 - 56 = 0 (4) 


, 5 (a 2 + à) „ , 

Thay b = - —— 7 — vào (4) ta được: 

5a 2 + a - 12 7 


2 15a (a 2 + a) 5 (a 2 + a) 2 25 ( a 2 + a) 

5a 2 + a — 12 5a 2 + a — 12 5a 2 + a — 12 


(2a 2 - a) (5a 2 + a - 12) 2 + [lõa (a 2 + a) - 25 (a 2 + a)] (5a 2 + a - 12) + 75 (a 2 + a) 2 = 0 
4» 50a 6 + 70a 5 - 208a 4 - 94a 3 + 482a 2 + 156a = 0 
25a 6 + 35a 5 - 104a 4 - 47a 3 + 241a 2 + 78 a = 0 
a (a + 2) (25a 4 - 15a 3 - 74a 2 + lOla + 39) = 0 
a (a + 2) (5a 2 - Ua + 13) (5a 2 + lla + 3) = 0 

-lli-v/ẽĩ 

^fl = 0Va = - 2Va =-—- 
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* THI: a — 0 


6-0 \ X = —2 

y = 47 ^ \ _ 

z = ĩị ( y = ~ 3 

b — õ f X — —4 
TH2: a — —2 :-+> { 29 ^ 1 —4 

z — — I y = 


15 


+ TH3: a. — 


-ll + lẽĩ 

ĨÕ~~ 




. mTTJ -11 - lẽĩ 

* TH4: a — -—- 


6 = 


z — 


b = 


z — 


17 — 2v / 6Ĩ 
15 

39 + lõi 
15 

17 + 2l6Ĩ 

15 _ 
39 — lõi 

15 






X — 


y = 


X — 


y = 


-31 + lẽĩ 

ĩõ - 
28 + 2161 

15 

31 + lẽĩ 

10 - 
-28 + 2lẽĩ 

15 


Vậy hệ phương trình đã cho có 4 nghiệm là: 

1 . / n n 47\ / 4 29' 

(x; y;z) — ( -2; -3; ^ , -4; -1 77 


15 


3’ 15 


/-31 + lẽĩ 

28 + 2161 

39 + 101] 

/ 31 + lẽĩ 

-28 + 2l6Ĩ_ 39 - l6Ĩ\ 

{ 10 

15 

’ 15 ) ’ 

{ 10 

15 15 ) 


□ 


Bài 17: Cho các tham số dương a, b, c. Tìm nghiệm dương của hệ 


x + y + z = a + b + c(l) 

4xyz — a 2 x — b 2 y — c 2 z — abc (2) 


Giải 


Ta có: 


. 1 a 2 b 2 c 2 abc 

(2) <+-1-1-1-= 4 (3) 

yz xz xy xyz 


Đặt: X\ — 


a 

ĩp ; 


y 1 = 


-,Z! = —— 

xz ^Jxy 


ta có: 


(3) ^ x Ị + yỊ + z Ị + Xi.yi.zi = 4 (4) 

.. . . 7T 

Dê thấy: 0 < Xi,yi,zi < 2 nên tồn tại các giá trị u, ưthỏa: 0 < u, V < —và Xị — 2 sin u; y\ — 
2 sin V 
. Khi đó: 

(4) <+ zỊ + 4z\. sin71. sin V + 4sin 2 ư + 4sin 2 ư — 4 = 0 


Có A' — (2 sin u. sin v) 2 — (4sin 2 ư + 4sin 2 ư — 4) = 4 (l — sin 2 w) (l — sin 2 ư) = 4cos 2 w.cos 2 ư > 0 
Vậy 


( 4 )^ 


z 1 = —2 sin u. sin V — 2 cos u. cos V < 0 
Zị — —2 sin u. sin V + 2 cos u. cos V > 0 
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Do đó: a — 2 y/ỹz. sin lí; b — 2 yfzx. sinư; c = 2y/xỹ (cosu. cosv — sin lí. sinư) 

Thay vào (1) ta có: 

X + y + z = 2y/ỹz. sin u + 2 ựzx. sin V + 2ựxỹ (cos lí. cos V — sin u. sin v) 

•*=> (ựxcosv — y/ỹcosu) 2 + ^v/xsinn + y/ỹsinu — vỉỳ — 0 

-v=> A /x cos V — yjỹ cos u — \fx sin V + y/ỹ sin u — \Í2 — 0 

_ _ . bJx aJỹ a + b a + b 

Ta tính được: \Jz — \Jx sin V + ựỹsmu — - . _ + - = - ' = ——— 

2^/zx 2 y/ỹz 2^Jz 2 


rp . , -_. c + a b + c 

lương tự, ta cũng có: y — —-—;x — —-— 

Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm là: (x; y\ z) 


b + c c + a 
2 ’ 2 ’ 


a + b\ 
—) 


□ 



xz = X + 8 (1) 

Bài 18: Giải hệ phương trình < 

4 y 2 — 7xz — 3x — 28 (2) 


k X 2 + 4z 2 = 140 - 4y 2 (3) 


Giải 


Ta có (1) X = xz — 8 

Thay vào (2) ta được: 4ỳ 2 — 7xz — 3 (xz — 8) — 28 y 2 = xz — 1 {y 2 ^ 0 =>• xz ^ 1) 
Thay vào (3) ta được: 


X 2 + 4 z 2 — 140 — 4 (xz — 1) <=> (x + 2 z ) 2 — 144 


x + 2z = \2 
x + 2z = -12 


x =-2z + 12 (4) 
x =-2z- 12 (5) 


Thay (4) vào (1) ta được: 


z (—2 z T 12) — —2 z T 12 T 8 "VV - z 2 — 7z T 10 — 0 
z = 2=>x = 8^y 2 = 15<^y = ±vT5 

-v=> 

z = 5=>x = 2=>y 2 = 9<^y = ±3 

Thay (5) vào (1) ta được: 

3 (~2z -12) = -2z-12 + 8^z 2 + 5z-2 = 0 

z = ±+Xữ ^ x = _ ĩ _ ự¥Mt) 

z — ——— ^ => X = —7 + V 33 => ị/ 2 = V 33 <=> y — ±\/33 


Loại (*) do xz < 0. Vậy hệ phương trình có 6 nghiệm là: 

{x; y, z) = (8; ±^Ĩ5; 2 ) , (2; ±3; 5), (-7 + V33; ±^33; ~ 5 ~ v/ ^ ì ° 



X + y + z — 0(1) 

Bài 19: Giải hệ phương trình < 

X 2 + y 2 + z 2 = 10(2) 


L X 7 + y 7 + z 7 = 350(3) 
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Giải 

Từ (1), (2) ta có xy + yz + zx = —5 (3) 

Lại có: (1 )=> X 3 + y 3 + z 3 = 2>xyz(Ạ) 

(2) X (4) => (x 2 + y 2 + z 2 ) (x 3 + y 3 + z 3 ) = 30 xyz 
<=>■ X 5 + y 5 + z 5 + x 2 y 2 (x + y) + y 2 z 2 (y + z) + x 2 z 2 (x + z) — 30 xyz 
X 5 + y 5 + z 5 — x 2 y 2 z — xy 2 z 2 — x 2 yz 2 — 30xyz 
•v» X 5 + y 5 + z 5 — xyz(xy + yz + zx) = 30xyz 

X 5 + ỉ/ 5 + z 5 + 5xyz = 30 xyz X 5 + y 5 + z 5 — 25xyz 
(2) X (5) =>• (x 2 + y 2 + z 2 ) (x 5 + 2/ 5 + £ 5 ) = 250xyz 

X 7 + y 7 + z 7 + x 2 y 2 (x 3 + ỉ/ 3 ) + y 2 z 2 (y 3 + z 3 ) + z 2 a; 2 (V 3 + X 3 ) = 250 xyz 
^ X 7 + y 7 + z 7 + x 2 y 2 (3xyz — z 3 ) + y 2 z 2 (3xyz — X 3 ) + z 2 x 2 (3xyz — y 3 ) — 250 xyz 
X 7 + y 7 + z 7 + 3 xyz(x 2 y 2 + y 2 z 2 + Z 2 X 2 ) — x 2 y 2 z 2 {x + y + z) — 250xyz 
X 7 + y 7 + z 7 + 3 xyz [(xy + yz + £z) 2 — 2 xyz{x + y + z)] — 250 xyz 
X 7 + y 7 + z 7 + 45 xyz — 250 xyz 
X 7 + y 7 + z 7 = l33xyz( Ị ỏ) 

Thay (6) vào (3) ta có: 135 xyz — 350 xyz — 2. Vậy ta có: 

Ỉ x + y + z = 0 
xy + xz + yz = —5 
XỊJZ — 2 

Suy ra X, y, zỉầ nghiệm của phương trình í 3 — 5í — 2 = 0<t^í = l + y/2, t — —2, t — 1 — y/2 
Vậy hệ có nghiệm là (l + \[2\ — 2; 1 — \/2) và các hoán vị □. 



Giải 

© Ý tưởng: Rõ ràng các số 30,4,2012 được chọn ngẫu nhiên do đó ta có thể đặt 30 = a; 4 = 
6 ; 2012 = c để thấy rõ hơn ý tưởng bài toán. Khi đó, như đã nói ở trên, ta cần tính a, b, c 
theo X, yz. Dễ thấy hệ thu được là một hệ tuyến tính 3 ẩn với X, y, z là tham số. Có thể dùng 
công thức Cramer để tính nghiệm, nhưng do trong chương trình phổ thông không có công thức 
Cramer cho hệ 3 ẩn nên ta sẽ đưa về hệ 2 ẩn. 

© Lời giải: 

Đặt 30 = a; 4 = 6; 2012 = c ta có HPT: 

1 _ , 1 
ax -by-ị - = c ( 1) c = ax - by + — 

Ỹ xy i 1 

(//') ịby - cz + — = a ( 2) bz - (ax - by + — -).x + — = a (4) 

ZỊ xy zx 

cy - az + — = b (3) (ax - by + —).y - az + — = b (5) 

yz iv xy' yz v ' 
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Xét (4), (5) là 1 hệ 2 ẩn theo a, b. Dùng công thức Cranier ta tính được: 
X 2 + 1 — xy — z 


D = 


D a = 


D h = 


xy — z —y 2 — 1 

1 1 

- —xy — z 

xy y 

— -y 2 - 1 

yz X 

i , 1 1 1 

xy y 
1 1 

xy — z - 

xy X 


Trở lại HPT đầu ta có 


= -(1 + X 2 + y 2 + z 2 ) Ỷ 0 
— (1 + X 2 + y 2 + z 2 ) 


D n 


a — 


xz 

b • 


xz 


-(x 2 + y 2 + z 2 + 1) 
yz 


> 4-5 

D yz 
xy 


í 1 

xz — 


ỉ° 


=■ \:/- = 4 


X — 


o \ y = 


xy = 


2012 


z — 


Vậy («) có nghiệm (x; y; z) = 


V 15090 
15 

4024 
503 

"30" 

□ 


Bài 21: Giải hệ phương trình (*) 


X 4 + Ax 2 + y 2 — ẩy = 2 
x 2 y + 2x 2 + 6y = 23 


Giải 


{ t — 4y = 2 — X 4 — 4x 2 

với t — y 2 

y(x 2 + 6) = 23 - 2x 2 
ị D = X 2 + 6 


Ta tính được < Di = -X 6 - 10x 4 - 30a; 2 + 104 


[ Dy = 23- 2x 2 

n /£) \ 2 

Do í = y 2 nên = í j (x 2 + 6)(—X 6 — 10x 4 — 30a; 2 + 104) = (23 — 2x 2 ) 2 

(1 — x)(l + x)(l + x 2 )(x 4 + 16x 2 + 95) = 0 X = ±1 
Từ đó ta tìm được nghiệm của hệ là (x; y) = (—1; 3), (1; 3) □ 


Bài 22: Giải hệ phương trình 


X 4 + x 3 y + 9 y = y 3 x + x 2 y 2 + 9x 
x(y 3 — X 3 ) = 7 


Giải 

Ta có: 

X 4 + x 3 y + 9 y = y 3 x + x 2 y 2 + 9x <=> (x 4 — xy 3 ) + (x 3 y — x 2 y 2 ) — 9{x — y) = 0 
43- (x — y) [x(x 2 + xy + y 2 ) + x 2 y — 9] = 0 (x — y) [x(x + y) 2 — 9] =0 
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Từ phương trình thứ hai của hệ, ta thấy X Ỷ y nên từ biến đổi trên, suy ra: 


x(x + y) 2 — 9 = 0 x(x + y) 2 = 9 (*) 


7 / 7 

Ta có: x(y 3 — X 3 ) = 7 y 3 — X 3 = - y = \ X 3 + —. 

X \ X 

Thay vào (*), ta được: 


,, 7 n 

x(x + { X 3 + — ) =9 

X 


Ta sẽ chứng minh rằng vế trái là một hàm đồng biến theo biến X. Thật vậy: 
x(x + ịịx 3 + -) — X + 2 x\jX 3 + — + ịjị^x 3 + —^ ^ 


= X 3 + 2 x 2 .ịjx 3 + — + x\ị ^x 3 + —^ = X 3 + 2 x<ỵ X 6 + 7x 2 + \J:x(x 4 + 7)" 


Từ (*) suy ra X > 0 và trong biểu thức ở trên, các số mũ của biến X đền dương nên đây là hàm 
đồng biến; suy ra nó có không quá một nghiệm. 

Thay trực tiếp X = 1 vào biểu thức, ta thấy thỏa. 

Vậy hệ đã cho có đúng một nghiệm là: (x,y) — (1,2) □. 

© Nhận xét: Điểm đặc biệt của bài này là xử lí được hệ phương trình mới sau khi biến đổi, nến 
như ta dùng cách đại số trực tiếp, phân tích ra được một nghiệm X = 1 thì phương trình bậc 
cao còn lại khó mà giải được. Cách lập luận theo tính đơn điệu của hàm số thế này vừa tránh 
được điều đó vừa làm cho lời giải nhẹ nhàng hơn. 


Bài 23 : Giải hệ phương trình 


X — y + z — w = 2 


X 2 — y 2 + z 2 — w 2 = 6 

< 

(China TST 2006) 


X 3 — y 3 + z 3 — w 3 — 20 


X 4 — y 4 + z 4 — w ẩ = 66 


Giải 


Đặt < 


X + z — a 
xz = b 
y + w — c 
yw = d 
Từ (1) và (2) ta có 


ta có HPT: < 


Từ (3) và (4) có 


a-c = 2 (1) 

a 2 — 2b — c 2 + 2d = 6 (2) 

a 3 — 3 ab — c 3 + 3 cd — 20 (3) 

[a 4 - 4a 2 ò + 2 b 2 - c 4 + 4c 2 d - 2 d 2 = 66 (4) 

c = a — 2 
d. — —2a T b T 5 


í 5a - 26 - 14 = 0 

5a - 26 = 14 

a = 4 j 

0 , ^ ị 

^ ị 


1 5 a 2 — 2ab — 10a — 6 — 13 = 0 

4a — 6 = 13 

[6 = 3 1 
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Thế ngược lại ta tìm được nghiệm (x; y\w\z) của hệ là (1; 0; 3; 2) và các hoán vị. □ 


Bài 24: Giải hệ phương trình 


(2x 2 -3x + 4) (2 y 2 - 3y + 4) = 18 
X 2 + y 2 + xy — 7x — 6y + 14 = 0 


Giải 

Xét X 2 + y 2 + xy — 7x — 6y + 14 = 0 (*) là phương trình bậc hai theo biến X, viết lại là: 

X 2 + x(y — 7) + y 2 — 6y + 14 = 0 
Phương trình này có nghiệm khi: 

7 

A y = (y- 7) 2 - 4 (y 2 - 6y + 14) > 0 -3 y 2 + 10y-7^0ol^y^ị- 

ó 

Hoàn toàn tương tự, xem (*) là phương trình bậc hai theo biến y, viết lại là: 

y 2 — y(x — 6) + (x 2 — 7x + 14) = 0 
Phương trình này có nghiệm khi: 

A x = (x — 6) 2 — 4(x 2 — 7x + 14) ^ 0 —3x 2 + 16x — 20^0<t^2^a:^^ 

o 

3 

Ta xét hàm số: /(í) = 2 1 2 — 3t + 4 (t ẽK)^ f'(t ) =4t — 3 = 0<^Í = ^<1. 

Suy ra, trên [l,+oo), hàm số này đồng biến. Lại có f(x) ^ /(2) = 6 ,f(y) íĩ /(1) = 3 =4» 
f(x).f(y) > 3.6 = 18. 

Từ phương trình thứ nhất của hệ thì ta thấy đẳng thức phải xảy ra, tức là X — 2, y — 1. 

Thay hai giá trị này vào (*), ta thấy không thỏa. 

Vậy hệ phương trình đã cho vô nghiệm. □ 

© Nhận xét: Y tưởng giải của bài này không khó và cũng khá quen thuộc khi chỉ cần tìm 
miền xác định của biến thông qưa việc tính Delta của một phương trình bậc hai; tưy trong 
lời giải trên có khảo sát hàm số nhưng thực ra các kết qưả đó có thể chứng minh bằng bất 
đẳng thức đại số thuần túy nên công cụ giải chính của bài này là đại số. Và do đó việc hai 
biểu thức của X và y ở phương trình đầu của hệ giống nhau có thể dẫn đến đánh giá sai hướng 
mà dùng giải tích, xét hàm số để khai thác phương trình đầu tiên trong khi điều đó không 
đem lại kết quả gì. Các hệ số được chọn ra số rất đẹp chính là ưu điểm nổi bật của bài toán này. 


. ... \ X 4 + y 4 + xy = 2 xy 2 + 7 (1) 

Bài 25: Giải hệ phương trình < 

Ị —x 2 y + 4 xy + xy 3 + 11 ( 2 ; — y 2 ) — 28 (2) 


Giải 

Xét (1).4 — (2) x 2 (y + 4) — x(y 3 + 8 y 2 + 11) + ẩy 4 + 11 y 2 — 0 (*). 

Nếu y = — 4 ta có phương trình —27x + 1200 = 0 X = 16. Thử lại thấy (x; y) — (16 — 4) 
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không thoả hệ. 

Vậy y Ỷ 4- Khi đó, coi (*) là phương trình bậc 2 theo X, ta tìm được nghiệm 


Xl,2 = 


y 3 + 8y 2 + 11 ± ỰẸ 3 + 8 y 2 + ĩĩỹ - 4(y + 4)(4y 4 + 1 ly 2 ) 


«=> Xi,2 = 


^Xị = y ;x 2 = 


2(ỉ/ + 4) 

y 3 + 8 y 2 + 11 ± (y 3 - 11) 

2(y + 4) 

4y 2 + 11 


2 . 


Ỉ/ + 4 


Với X = y 2 thay vào (1) ta có y 3 = 7 -v^ y = v^7 
phương trình đầu và rút gọn ta được 


X — v^49. Với a: = 


4y 2 + 11 

y + 4 


thay vào 


y 6 +4y 4 —6y 3 +4y 2 —12y+9 = 0 (y 3 +2y—3) 2 = 0 (y—l)(y 2 +y+3) = 0 =>- y = 1 ==>• a: = 3 

Vậy hệ có nghiệm (x; y) = (-(/49; \/7), (3; 1) □ 


Bài 26: Giải hệ phương trình 


X 2 + 3y 2 = 4 
X 4 + 9y 4 = 10 


Giải 


Từ hệ phương trình ta có 

(x 2 + 3y 2 ) 2 — (x 4 + 9y 4 ) = 6 x 2 y 2 — 6 =>■ x 2 y 2 — 1 

* Nến xy — 1 ta có: 

X 2 + 2\/3xy + 3y 2 = 4 + 2^3 => X + yVĩ> = ±^4 + 2^ = ±(v / 3 + 1) 

Lại có: 

y = — ==>• X 2 ± (\/3 + 1 ) 2 ; + Vã = 0 -v^ X = ±1, X — ±\/3; y = — 

X X 

Nến xy = — 1 ta có 

X 2 + 2\fịxy + 3y 2 = 4 - 2^ => X + ỉ/Vã = ±^4-2^3 = ±(v / 3 - 1) 

Lại có 

y = — — =>• X 2 ± (a/3 — 1 ) 2 ; — V3 = 0 43- X = ±1, £ = ±V3; y = — — 

X X 

Vậy hệ phương trình có nghiệm (x; y) = (±1, ±1), (±1, =Fl) and ^±\/3, , ^±\/3, =Fự=^ 1=1 

Bài 27: Giải hệ phương trình 

(*) {x + ỳ)(z + 1) = (x + z)(y + 1) = (y + z)(x + 1) = 2 a(a + 1) 

(2012 Philippine Math Olympiad National Finals Oral Ronnd) 


Giải 
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( 


Đặt < 


X + yz — u 
y + zx — V 
z + xy — w 




ta có hệ phương trình 


u + v — V + w — w + u — 2 a(a + 1) 


Hệ này có nghiệm u = V = w = a(a + 1) do đó hệ (*) tương đương 

x + yz = y + zx = z + xy = a(a + 1) 
(x-y) = z(x - y) 


z = 1 


^ < 


(y- z) = x(y - z) 
X + zx — a(a + 1 ) 


Tóm lại ta có sơ đồ sau: 


X = y 


X — y V z — 1 
\ y — z\/ X — 1 
X + yz — a(a + 1 ) 


ỳ* y = z x = y = z G {a, — (a + 1)} 

\ x — 1 X = y = l ; z = à 2 + a — 1 

/* y — z =>- y — z — 1 ; a: = a 2 + a — 1 

\ X = 1 £ = £ = 1 ; ?/ = a 2 + a — 1 


Vậy hệ có nghiệm (x; í/; z) — (a; a; a), (—a — 1; —0 — 1; —a — 1), (1; 1; a 2 + a — 1) và các hoán vị. □ 


Bài 28: Cho hệ phương trình 

r 


X + y + z = a (1) 

< 

X 2 + y 2 + z 2 = b 2 (2) 


xy — z 2 (3) 

a) Giải hệ trên với ẩn (x; y). 


b) Các số a, b phải thoả điều kiện gì để các nghiêm X, y, z của hệ dương và khác nhau? 


Giải 

Câu a) Bình phương 2 vế của (1): a 2 — X 2 + y 2 + z 2 + 2 xy + 2 yz + 2zx 
Để ý X + y — a — z, kết hợp (2) và (3) ta có: 

a 2 = b 2 + 2z 2 + 2(a — z).z 


hay 


a 2 — b 2 + 2 az 




276 


Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Từ đó: 


a 2 + b 2 ọ (a 2 -b 2 y 

Từ đây tìm được X, y bởi các hệ thức: x + y — a — z — —— -; xy = z 2 = — - — 

\ JL 


á 2 + b 2 VlO a 2 b 2 — 3 a 4 — 3Ò 4 

X — ——— ±-—- 

_ 4a _ _ 4a _ 

a 2 + b 2 y/10 à 2 b 2 — 3 a 4 — 3Ò 4 

y = ^r T 4ã 


7 CL 2 -\~ b 2 

Câu b) Để X, y > 0 thì X + y — ——- -> 0 =>■ a > 0 

(l 


Để z > 0 


> 0 =>• a > \b\ 


Để X Ỷ y cần có 10a 2 ò 2 — 3a 4 — 3Ò 4 > 0 1 > — > —7= a > \b\ > —= (*) 

a ^ 11 V3 K J 

(*) chính là điều kiện cần có. □ 




Đặt Ả = X + y\ B = xy. Lần lượt xét k = 2,3 từ hệ (*) ta có: 


í 5 = 2 A-B Ị A = 4 

Ị14 = 5Ẩ — 2B Ịe = 3 


Do đó X, y là nghiệm của phương trình t 2 — 4t + 3 = O.Như vậy (x; y) — (1; 3), (3; 1). 
Thế vào hệ (*) ta có 



Giải 
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Với c = 0 ta tìm được nghiệm (o; b; c) — (0; 0; 0) 

Với c Ỷ 0) nếu (a; b; c ) là nghiệm của hệ thì lị cũng là nghiệm (do các phương trình là 

V c c / 

thuần nhất). Vậy không giảm tổng quát giả sử c = 1. 

Khi đó ta có hệ phương trình 

o 2 + b — ab = b 2 + a — b = 1 + ab — a 

a 2 + 0 — 1 


Từ a 2 + b — ab = 1 + ab — a, ta cóo 2 + a — 1 = b(2a — 1) =>- b = 


(dễ thấy a^) 


’ v 2o - 1 ' • 

Thay vào phương trình a 2 + b — ab — b 2 + a — b ta có (a — l)(o 3 — 6o 2 + 5o — 1) = 0 

Nếu 0 = 1 ta có nghiệm (o; 6; c) = (1; 1; 1). 

Trường hợp còn lại, a là nghiệm của X 3 — 6x 2 + 5x — 1 = 0. Có thể giải phương trình này bằng 
’ 2y/7 

cách đặt t = —) =-y + 2 (xem cách giải tống quát Phương trình bậc 3). Từ đó ta tìm được 


Vã 


nghiệm 


o , 2 V7 t + 2kĩĩ 3V3 —- 

2 H — cos — với t — arccos —7= và k = 1,2 


V3 3 2 V 7 

Như vậy hệ phương trình có nghiệm (c, c, c) với cGl và 


. 2 V 7 í + 2kiĩ 

c X 2 H cos ——— 

V3 3 


f I 0 . 2 V 7 t + 2kiĩ 
, c X / 2 H--^=- cos 


V3 

3Y/3 _ 

(trong đó c Ễ 1, t = arccos ^2-=, k — 0, 2 và /(x) = 


X 2 + X 


2x - 1 


: ) ° 


Hệ phương trình vô tỉ 

. ” í a; + Vã? — 2x + 2 = 3 y_1 + 1 

Bài 1: Giải hệ phương trình < 

_ \y+ ^/y 2 -2y + 2 = 3 x - 1 + l _ 

Giải 

Do nhẩm được nghiệm X — y — 1 nên ta sẽ giải bằng hàm số và chứng minh nó là nghiệm duy 
nhất của hệ. 

{ X — 1 = 0 

, khi đó hệ phương trình tương đương 

y-l = b 

Ị a + Vo 2 + 1 = 3 b 
Ìò + VPTĨ = 3“ 

Nhận thấy đây là hệ đối xứng theo 2 ẩn a và b, trừ vế theo vế ta có 
o + y/a? + 1 + 3“ = b + Vb 2 + 1 + 3 fe 

Ta xét hàm số đặc trưng /(í) = t + \/í 2 + 1 + 3* có f(t) = ~— F= = — + 3* ln 3 

vt 2 + 1 

Vì VWTĨ nên /(í) > OVí Vậy hàm số đồng biến trên M nên 0 = 6 

Thay vào phương trình ta có a + a/o 2 + 1 = 3“ ln( \/a 2 + 1 + o) — a ln 3 = 0 
Xét hàm số G(a) — ln(Va 2 + 1 + o) — oln3 
Ta có G'(o) = — I 11 3 <1 — I 11 3 < OVo G M 

v ; V^TĨ 
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Nên hàm số nghịch biến và ta nhận thấy a = 0 là nghiệm nên phương trình có duy nhất. 
Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là (x; y) — (1; 1) □ 


Bài 2: Giải hệ phương trình 

{ x + y - ựxỹ = 3 
\Jx + 1 + ựỹ~+ĩ = 4 

(Đề thi DH khối A - 2006) 


Giải 


ĐKXĐ: X ^ —1 ,g ^ —1 ,xy ^ 0 

Đặt t — yjxỹ ^ 0. Từ phương trình đầu ta,cóx + y = 3 + t (*) 

Bình phương hai vế của phương trình sau ta có 

X + y + 2 + 2 \Jxy + X + y + 1 = 16 (**) 

Thay (*) vào (**) ta được 

11 - t 

-v=> t = 3 

0 


í \fx + y/^ 2 + y + 3 = 2 

Bài 3: Giải hệ phương trình < __ _ 

[2y/x + A + 3ựy + S = 13 


3 + t + 2 + 2 Vt 2 + 3 + t + 1 = 16 ^ 2 Vt 2 t + 4 = 
jo ^ t ^ 11 jo ^ t ^ 11 

[4(í 2 + í + 4) = (11 -í) 2 Ị 3 Í 2 + 26t — 105 = 
Từ đó tìm được nghiệm của hệ là (x;y) = (3; 3) □ 


Giải 

ĐK: X ^ 0] X 2 + y + 3 ^ 0] y + 8 ^ 0 

Từ phương trình (2) sử dụng BĐT Cauchy-Schwarz ta có: 

13 2 = ^ 2Vx + 4 + 3 a Jy + 8 ^ ^13(x + i + y + 8)=>x + y^l (*) 

Từ phương trình (1), bình phương hai vế ta được: 

X + X 2 + y + 3 + 2\/x (x 2 + y + 3) = ẩ^x + y = l— X 2 — 2\ị X (x 2 + y + 3) =>- X + y ^ 1 (**) 
Từ (*) và (**) suy ra X + y = 1 

Ỉ x = 0 

y J x + ị ^J y yp g 

2 = ~~3 

Thử lại ta thấy hệ có nghiệm duy nhất (x; y) = (0; 1) □ 
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Bài 4: Giải hệ phương trình sau với z ^ 0: 


( /Q \2003 , D 

(3 - x) =y + 2 

(*)< 

log 3 1 +logi (y + 2) - log 1 y/9 + 4y 

2z — y 3 ys 


, log 2 (x 2 + z 2 ) =2 + ỉog 2 x 


Giải 

ĐK: X > 0; 2z > y; y > — 

2 

Ta có: 



( (3 - x) 2003 =y + 2 

(*) -v=> < 

- l°g 3 ( 2z - y) - !°g 3 (y + 2) = -log 3 (9 + 4 y) 


{ log 2 (x 2 + £ 2 ) = log 2 4x 


(3 - x) 2003 = y + 2 
^ < (2z - y). (y + 2) = 9 + 4y 
X 2 + z 2 — 4x 
(3 - x) =y + 2 

4» { y 2 + 9 + z 2 + 6y — 2 yz — 6z — z 2 — 2z 
X 2 — 4x + 4 = 4 — z 2 
(3 - x) 2003 = y + 2 (1) 

& { (y + 3-zf = z 2 -2z (2) 


(x-2) 2 = 4- z 2 (3) 

Nếu (xo,yo,zo) là nghiệm của hệ ta có: 

Oo - 2) 2 = 4 - z 0 2 => 4 - ^o 2 > 0 ^ -2 < z 0 < 2 (4) 


(2/0 + 3 — zoY — z o 2 — 2zo 


Zq 


2z ữ > 0 ^ ^0 < 0 V z 0 > 2 (5) 


Kết hợp với điều kiện bài toán là z 0 ^ Ovới (4) và (5) ta có: z 0 = 0 V zo = 2 

{ x 0 = 0 ị Xo —4 ^ 

V < không thỏa điều kiện bài toán 

ỉ/o = -3 [ //() - -3 

í Xo = 2 

* Với 2 0 = 2 từ (2) và (3) ta có< 

1 ỉ/o = -1 

Thử lại ta thấy hệ phương trình có nghiệm duy nhất là: (x; y\ z) — (2; —1; 2) □ 


Bài 5: Giải hệ phương trình < 

1 V 2 Jx , „ 

+ — +2 
y/x X y 


y(Vx 2 + 1 — 1) = V3x 2 + 3 


Giải 

Điều kiện xác định: X > 0, y Y 0. 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với: 

4= + — = —— + 2 y\fx + y 2 — 2 X\fx + 2 xy y 2 + yíựx — 2x) — 2 xựx = 0 

y/x X y 
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Xem đây là phương trình bậc hai theo biến y, ta có: 

A x — (y/x — 2xý + 3xựx — X + 4 xựx + 4x 2 — (y/x + 2x) 2 > 0 

Do đó, phương trình này có hai nghiệm là: 

(2x - y/x) - (y/x + 2x) (2x - ựx) + (y/x + 2x) 

y 1 =-o-= -y/x, m = -õ-= 2x i 


2 v 2 
Xét hai trường hợp: 

* Nến y = —y/x, thay vào phương trình thứ hai của hệ, ta được: 

—ựx(Vx 2 + 1 — 1 ) = V 3x 2 + 3 


Dễ thấy: — \fx[\Jx 2 + 1 — 1) < 0 < \/3x 2 + 3 nên phương trình này vô nghiệm. 
Nến y — 2x, thay vào phương trình thứ hai của hệ, ta được: 

2x(Vx 2 + 1 — 1) = V 3x 2 + 3 \JX 2 + ĩ.(2x — \/3) = 2x <(=>■ \JX 2 + 1 = 


2x 


2x - a/ 3 w 

, v /;5 

(dễ thấy X = -4- không thỏa mãn đẳng thức nên chỉ xét X Ỷ và phép biến đổi trên là phù 
hợp). 

Xét hai hàm số: f(x) — Vx 2 + 1, X > 0 và g(x) — -— 7 = ,x > 0. 

w 2 x-a/3 

X v _ —2y / 3 

Ta có: /'(x) — = > 0 nên là hàm đồng biến, g'(x) = - 2 < 0 nên là hàm nghịch 

Vx 2 + 1 (2x — \/3) 

biến. Suy ra phương trình (*) có không qưá một nghiệm. 

Nhẩm thấy X = y/3 thỏa mãn (*) nên đây cũng chính là nghiệm duy nhất của (*). 

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất là (x,y) — {V3, 2\/3) n. 

© Nhận xét: Quan hệ của X và y được che giấu ngay trong phương trình đầu tiên, nếu nhận 
thấy điều đó thì các bước tiếp theo sẽ rất dễ nhận biết. 


Bài 6: Giải hệ phương trình sau 


a/3 + 2 x 2 y — x 4 y 2 + X 4 (l — 2x 2 ) = y 2 
1 + \Jl + (x — y) 2 = X 3 (x 3 — X + 2 y 2 ) 


Giải 


Hệ phương trình tương đương: 

\J 4 — (1 — x 2 yj 2 = 2x 6 — X 4 + y 2 
— \jl + (x — y) 2 = 1 — X 6 + X 4 — 2 x 3 y 2 
Cộng vế theo vế hai phương trình của hệ trên ta được: 

\J 4 — (1 — x 2 y) 2 — \Jl J r{x — y) 2 = X 6 — 2 x 3 y + y 2 + 1 
o \[ĩ- (1 -x 2 yf = \Jl + (x-yf + (x 3 - y) 2 + 1 (**) 


VT{*) < 2 
VP(*) ^ 2 


1 — x 2 y — 0 

-v=> VP{*) — VT(*) = 2 ^ x — y — 0 o- X — y — 1 

X 3 — y = 0 


Ta thấy: 
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Thế X — y — 1 vào hệ thấy thỏa mãn. Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất (x; y ) = (1; 1) □ 


Bài 7: Giải hệ phương trình 


2x 2 + Ay 2 
xy 


= 44 


2 3 . . , , 1 

£ - £ x + y -1 

y X 


\J{x + l) 2 + xy + 3:r + 2y + 5 — 2x\J X (y + 3) = 


( 1 ) 

+ \/ỉ/ + 3 (2) 


Giải 


ĐKXĐ: < 


X > 0 

y > —3; 2 / ± 0 


y - § ) (z + ỉ/) > 0 
y X 


(x + l) 2 + xy + 3a; + 2y + 5 — 2x\/X ( y + 3) ^ 0 
Biến đổi phương trình (1): 


(1) 2- + 4- = 4,/2- — 3— — 1 — 1 (3) 

y X V y X 


X 

Đặt — = t (t Ỷ 0) ) phương trình (3) trở thành: 

y 


Lại có: 


4 / . 3 

2t + Ị + 1 = 4 w 2t - ^ - 1 


16 


48 


(4) =► 4í 2 + + 1 + 16 + 7 + 4í = 32t - ^ - 16 

t z t t 

4» 4í 2 + ặ- - 28í + y + 33 = 0 4» 4 í í 2 + J 2 J - 28 í t - ~ t J + 33 = 0 (5) 

2 

Đặt t — - — u, phương trình (4) trở thành: 

7 

4 (w 2 + 4) — 28 u + 33 = 0 <Ễ=> 4 u 2 - 28 u + 49 = 0<^>w=^ 


2 7 

^í-7 = L^2í 2 -7í-4 = 0y» 
í 2 


í = 4 
-1 
f - "2” 


Lấy hai giá trị của í vừa tìm được thay vào phương trình (4) thì t = 4 thỏa mãn.Suy ra X = ẩy 
Biến đổi phương trình (2) kết hợp với hệ quả biến đổi của phương trình (1) là X = 4y ta được: 

(2) (x + l) 2 + xy + 3x + 2y + 5 — 2 X\jx (y + 3) = X + y + 2y/x (y + 3) 

44- X 2 + xy + 3x — 2x\J X (y + 3) +SÌỈ/ + 3- \/a; (ỹ + 3) = 0 

= 0 

X = y + 3 


44- (x + 1) X + 7/ + 3 — 2-y/x (y + 3) 
«=> (x + 1) ịyx - y/y + 3 ^ = 0 I 


X = 4 

-v=> < (chọn) 

z = % 1 y = 1 
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Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x; y ) = (4; 1) □ 


Bài 8: (THTT T8/415) Giải hệ phương trình 


log 2 X — 2 y+2 (1) 

4y/l + X + xyy/ 4 + y 2 — 0 (2) 


Giải 

ĐK: X > 0. Từ (2) suy ra y < 0 vì nếu y + 0 =1 VT{ 2) > 0. 

Ta biến đổi phương trình (2): 

(2) ị\fĩ + X — —xy\fi + y 2 > 0 16(1 + x) — x 2 y 2 (ị + y 2 ) 

4 x 2 y 2 — 16x + x 2 y 4 — 16 = 0 
<tv (xy 2 — 4)(4x + xy 4 + 4) = 0 

<ÍV xy — 4 = 0 X = -4 (3) 

ỳ 

1 

Thay (3) vào (1) ta được log 2 —r — 2 y+2 ẩ.2 y + 2 log 2 (— y) — 2 = 0 (5) (do y < 0) 

y 2 

Nhận thấy y = — 1 là nghiệm của (5). Xét f(y) — i.2 y + 21og 2 (—y) — 2 có f(y) — 4:.2 y . In2 + 
2 

—,—— > 0 Vy < 0 
—yì\\2 

Do đó hàm số f(y) đồng biến trên (—oo; 0). Vậy (5) có nghiệm duy nhất y = — 1. Thử lại ta 
thấy hệ có nghiệm (x’,y) — (4; —1) □. 


' 1' ~ M ~ " 735 

\/l — X 2 y/l — y 2 12 
X _ y 

\fĩ — X 2 


Bài 9: Giải hệ phương trình 


VI 


y 


7 

2 12 


Giải 


Đặt , / -—- = a và Jị—- = b. 


1 + X V 1 + y 

Cộng hai phương trình vế theo vế ta có 


\±x_ ^ Ịl-y _ 7 


1 — X ' V 1 + y 2 a 
Trừ hai phương trình vế theo vế ta có: 


1 . 7 


1 + X 

Từ đó ta được hệ phương trình 


1 - X /1 + y _ 7 


1 -y 3 


“ + ỉ“3 (2) 


r 1 , 7 

( 

to r 

“ + ^ — ộ 

2 + 2ab = 7 b 

3a 2 - 7a + 2 = 0 

1 ? ^ 1 

T , ** { 

7 1 ^ 

Ị CL H - “ — — 

3 ab + 3 = 7 b 

b = — - 

l b 3 

< 

< 3 a L 


a = 2, b = 3 

, I 

a = 0 — - 

3’ 2 


-3 -4. 4 3. r 

Từ đó tìm được nghiệm của hệ là (x; y) — (—(p, 2.) □ 


5 ’ 5 


Bài 10: Giải hệ phương trình 


+ y/2ỹ = 4 (1) 

\/2x + 5 + = 6 (2) 
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Giải 


ĐKXĐ: X, y ^ 0 

Cộng hai phương trình ta có \J2x + 5 + \Ỉ2x + \/2ỹ + 5 + y/2ỹ — 10 

Trừ (2) cho (1) ta có ự2x + h-Vĩx+Vĩỹ + 5—\A/ = 2 ^ — I — 7 =+ 7 ===— 7 = 

V 2x + 5 + v2x V 2 y + 5 + y2?/ 

2 Đặt a — \j2x + 5 + y/2x, b — \J2y + 5 + ta có hệ phương trình: 

ị a + 6 = 10 

<55 a — b — 5 

H + T=2 
va b 

Ta cần giải phương trình V2 íc + 5 + \[2x = 5 <=> X = 2 (chọn). Tương tự có y = 2 
Vậy hệ có nghiệm (x; y) = (2; 2) □ 


Bài 11: Giải hệ phương trình 


\fx - \Jx-y - l = 1 (1) 
y 2 + X + 2yựx — y 2 x — 0 (2) 


Giải 


ĐKXĐ: X ^ 0; X — y — 1 ^ 0 
Từ (1) ta có: 


X — \J X — y — 1 + l^x = x — y — 1 + 2\J X — y — 1 + 1 <=>■ y — 2\J X — y — 1 
<=> y 2 = 4(x — y — 1) <=> (y + 2) 2 = 4x <=> y + 2 = 2\/ĩ 


Từ (2) ta có: 

Ta được hệ mới là 


(■y + ựx) 2 — xy 2 <=> y + x/ĩ = í/a/Õ; 


I/ + 2 = 2 v /r 

y + ựx = yựx 


<=>• 


y = -1; X = Ị 
y = 2; X = 4 


Thử lại ta thấy hệ có nghiệm (x;y) — —1), (2; 4) □ 

Bài 12: Tìm a để hệ san có nghiệm thực X. y, z: 


\Jx — 1 + \Jy — 1 + \Jz — 1 = a — 1 
\/ãr+T + y/y + 1 + vT: + 1 = a + 1 


Giải 


ĐKXĐ: X ^ 1, y ^ 1, 2 ^ 1 
Hệ đã cho tương đương 

(\/a: — T + \JX + l) + (-y /y — T + y/y + l) + (y/z —H + \Jz + l) = 2 ữ 
1 (\/ X + 1 — \/a: — l) + {y/ỹ + ĩ - 'x/ỹ — l) + (\/£ + 1 — \Jz — l) = 2 
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Đặt u — \fx — 1 + \/x + ĩ; V — y/y — 1 + y/y + ĩ; s = z — l + \/G + 1 

Do X ^ 1, y ^ 1, 2^1 nên u V \/2, V V \/2, s ^ \/2 . Ngược lại nếu u V \/2, V V \/2, s ^ 

\/2, ta có 

Va; + T-a/ÕT- 1 = 7 — =- => Vx + l — ^ ( u + - ) => £ = ị ( ư 2 + ^ 1 => X V 1 

Va; +1 + y/x -1 u 2 \ uj 4 \ ư 2 / 

Tương tự với y, z. Vậy ta cần tìm a để hệ sau có nghiệm u V \/2, V V v% s V ; 

{ u + V + s — 2a 

VTÍ (1) 

u V s 

Ì& Điều kiện cần: Giả sử hệ (*) có nghiệm. Theo BĐT Cauchy-Schwarz ta có 

/1 1 1\ 9 

2o = (u + u + s) — + - + - ^ 9 ^ a ^ 7 

\u V sJ 2 

7 9 

Điều kiện đủ: Giả sử a V 2 • Ta chứng minh hệ (*) có nghiệm. 

Lấy s = 3 ( thoả .s V \/2) • Khi đó (*) trở thành 


{ u + V — 2a — 3 

3 (2 a — 3) 
u.v = — 


-v=> u, V là 2 nghiệm của phương trình t 2 — 2 (2a — 3) t + 


3 (2a - 3) 


u, V = 


2a — 3 ± a/ (20 - 3) (2a - 9) 


2 

Đặt h — 2a — 9 ^ 0 => (/i + 6 — 2 V 2 )" > (h + 3) 2 > h (h + 6). 
Tức là (2o — 3) — 2 V 2 > \J (20 — 3) (20 — 9) u > V 2 , V > \[2. 
Như vậy hệ phương trình có nghiệm u V \/2, V ^ V 2 , s V \/2. 
Tóm lại aV Gà giá trị cần tìm □ 


Bài 13: Giải hệ phương trình 



2yr+ y/ỹ \ 

x + y ) 
2Vx + yỹ \ 

x + y ) 


= 2 
= 1 


Giải 


ĐKXĐ: X, y V 0 

Nếu X = 0 hoặc y = 0 thì hệ vô nghiệm. Xét X, y > 0. 
Đặt u — yfx\ V — y/ỹ ta có hệ phương trình 


Ỉ /- /1 2u + v\ 

\4 ú 2 + V 2 ) 

/1 2ư + V \ 

\4 u 2 + V 2 ) 


= 2 
= 1 


2 12 u + v (21 

~i= — . 4—vv—õ ~F= 4 —7 


\fũ 

4 

u 2 + ư 2 

—V > 

— 7= 4 
1 V M 

\fv 

1 

1 

2ư + V 

=7 > \ 

2 

1 

a/Ũ 

4 

u 2 + ư 2 



Vũ 


1 

2 

4w + 2v 
u 2 + ư 2 


Nhân hai phương trình ta được 


4 1 2u + v 
u V u 2 + ư 2 


(4ư — u)(u 2 + ư 2 ) = (2 u + ư).ưư (2ư — ư)(w 2 + 2ư 2 ) — 0 u — 2v 
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Từ đó tìm được nghiệm của hệ là (x;y) — (64(17 + I 2 V 2 ); 16(17 + 12y/2)) □ 


Bài 14: Giải hệ phương trình 



5x + 7 VEy 
x 2 + y 2 
7\fEx — 5 y 

X 2 + y 2 


= 7 
= 0 


Giải 


* X = 0 :=> y = VE 

* y = 0 : vô nghiệm 

* x,y V 0 : 


o 5x 2 + 7 VExy 

x + - = 7x 

Nhân (1) cho X và (2) cho y ta có: ị _ V ' y _ 2 

y 2 + v ĩl7,2 - = 0 

x z + y z 

Trừ 2 phương trình vế theo vế ta được X 2 — y 2 + 5 = 7x (*) 

5 xy + 7 VE y 2 
xy + — -y ' = 7 y 

x_ z + y z 


Nhân (1) cho y và (2) cho X ta có: 


7VEx 2 — 5 xy 
xy H- -V - V— — 0 


X 2 + y 2 

Cộng 2 phương trình vế theo vế được: 2 xy + 7VE — 7y (**) 

Ị X 2 — y 2 + 5 = 7x (3) 

Từ (*) và (**) ta có HPT: { ' 

I 2 xy + 7VE = 7y (4) 

7 - 2x ^ 0 

Ta có: (4) y(7 — 2x) — 7VE =>• ^ 7VE 

y = 


Thế vào (3) ta có phương trình 


7-2x 


2 245 r w xUx 3 - 28x 2 + 69x - 140) w 

X 2 — + 5 = 7x - Vr -—VTTTT- = 7x 4^ X = 7 (do X Ỷ 0) 


(7 - 2x) 2 (2x - 7) 2 

Kết luận: Hệ có nghiệm (x;y) — (0; VE), (7; — VE) □ 


= —VE 


Bài 15: Giải hệ phương trình 


V x +Vỹ - V x ~ Vỹ = V Ax ~y (!) 

V X 2 - 16 = 2 + y/y- 3x (2) 


Giải 


y — 0 (loại) 
y = 4x — 4 


Xét (1) ta có 

(1) 2x — 2y/'x 2 — y — Ax — y^y — 2x — 2 a JX 2 — y ^ 

Thay y = Ax — 4 vào (2) ta có 

Vx 2 - 16 = 2 + Vx - 4 4» Vx 2 - 16 - 3 = Vx - 4 - 1 

x 2 -25 X - 5 X - 5 1 

—=====—— = —— (x — 5)( == ——- ——) = 0 (*) 

Vx 2 -16 + 3 - 4 + 1 Vx 2 -16 + 3 x/x - 4 + r 
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_ X + 5 ^ X + 5 _ 1 

1 Irv 1 rỉ ổn ( 1 nr — N 0 ! — 1 h 

yjx 2 — 16 + 3 \fx?‘ + 3 

Thử lại ta thấy hệ có nghiệm (x; 

-- iiOii V 1 / «<-/ r -7 u -L w 

- 4 + 1 

y) = (5; 16) □ 

Bài 16: Giải hệ phương trình < 

V + 2x 3 -5x 2 + y 2 -6x-ll = 0 (1) 

2, 3Vy^r-6 /ox 

X + X — ——. — 2 

ựy 2 -7 


Giải 


ĐKXD: y 2 - 7 > 0 
Xét (1) ta có: 


(1) x 2 (x 2 + x) +x(x 2 +x) — 6(x 2 + x) +y 2 — 7 — 4 = 0 (x 2 + X — 6)(x 2 + x) + (y 2 — 7) = 4 


Đặt a. = X 2 + x; b = \J ý 1 — 7 ta có hệ phương trình 


ị a(a — 6) + b 2 = 4 
{ 36 - 6 

l a = 6 




a = 0; 6 = 2 
a — 1; 6 = 3 
a = 5; 6 = — 3 (loại) 
a = 6; 6 = — 2 (loại) 


Từ đó tìm được nghiệm của hệ là (x; y) = (—1; ±\/ĩĩ), (0; ±\/ĨI), Ị -±4^ , ị —; ±4 


'x+ 3= y — (1) 


y/x 


Bài 17: Giải hệ phương trình { x 

\Jx-Vy + ựx = X + 3 (2) 


Giải 


Ta có điều kiện X ^ 0, y ^ 3 

Nến y — 3: thay vào (2) ta có \JX + 3 + a/T = a: + 3 (vô nghiệm) 

Nến y > 3: 

Xét (1) ta có: 

(1) « ựxTỹ + Vx + 3 = ^-tiniÍ£±i2. 

X 

(x + y — (x + 3) X + y — (x + 3) 

\/x + y — x/í+3 a: 

4» (y - 3)( —^ - === - -) = 0 
\/a; + y - yjx + 3 X 

1 1 . - ,—— 

<3- - - - -= 0 y/x + y — Vx + 3 = X 

ựx + y- y/x + 3 X 

Từ đây ta được hệ phương trình 

{ yjx + y — \Jx + 3 = X 
yjx + y + y/x = X + 3 
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Trừ hai phương trình ta được \fx + VI + 3 = 3<^I=1<^|/ 
Vậy hệ có nghiệm (x;y) — (1; 8) □ 


Bài 18: Giải hệ phương trình 


(x — y) 4 — 13.X' — 4, 

V x + y + y/3x - y = y/2 


Điền kiện: X + y ^ 0 và 3x — y ^ 0 
Í V3 x~y = a , , . 


1 V3x — y — 0 a 2 — b 2 _ 

Đặt: < _ (a, ò ^ 0) =>■ — — — = X — y Hệ phương trình trở thành: 

Ị y/x + y — b 2 


(ạ 2 - ò 2 ) 4 _ 13(q 2 + b 2 ) 


16 

a + b = V2 


Phương trình (1) tương đương: 


(a-ò) 4 .(a + ò) 4 _ 13(a 2 + ò 2 ) 1 

16 ~~ 4 

Thế a + b = \[2 vào phương trình trên 

=*► (a - b) 4 = 13(a 2 + b 2 ) - 16(2) 

Với ý tưởng đưa (2) về một phương trình đẳng cấp, ta sẽ viết lại (2) thành: 

(a-b) 4 = y(a 2 + ò 2 ). 2-4.4 

Từ a + b = \[2 (a + ò) 2 = 2 và (a + b) 4 — 4. Thế vào phương trình trên: 


=> (a — b) 4 — 2 •( ữ ' 2 + k 2 )(ư + fr) 2 — 4(a + b) 4 

=>• 3a 4 + 2a 3 ò - 34(aò) 2 + 2aò 3 + 3Ò 4 = 0(3) 

Nến 6 = 0=^- 3o 4 = 0 =>• a = 0 mà a + b — y/2 b ỹ4 0 Chia 2 vế của (3) cho b 4 : 


. , „/a\ 4 „/a\3 /a\ 2 q „ 

< 3 >« 3 0 +2 Ũ - 34 GD +2 G 3 = ° 


Đặt t = —{t ^ 0). Phương trình trên trở thành: 
b 


3í 4 + 2í 3 - 34t 2 + 2í + 3 = 0 


t = 3 

(t-3)(3t-l)(t 2 + 4t + l) =0^ 1 (t 2 + 4t + l >0Vt^0) 

. * = 3 

Nến t = 3 =>■ - = 3 kết hợp với a + b = y/2 
b 


3x — Ịị „ 

, ,. _ 1 
x + y = - 


*hk 
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1 a 1 

Nếu í = „ „ 

3 b 3 


kết hợp với a + b — \/2 




tri 

[ x + v= s 




y 16 


Vậy hệ có nghiệm (x; ỉ/) = ^ . □ 


í + 2^6^ - y 2 = 2 V 2 (1) 

Bài 19: Giải hệ phương trình < _ _ 

{ </2x + 2 V 6 - X + 2 V 2 y = 8 + V 2 (2) 


Giải 


ĐKXĐ: X G [0; 6] 

Cộng vế theo vế hai phương trình của hệ ta được 

\Í2x + 2 V 6 -X + + 2^6 -X = (y - v^) 2 + 6 + 3^ (3) 

Lại có: VT( 3) = l.Vãr + v^Vlỉ - 2x + 1.^2x + y/ĩ.ýũ - 4x 
Áp dụng BDT Cauchy-Schwarz cho VT( 3) ta được 

VT(3) < V 3 - (2® + 12 - 2x) + */ 3 Jỹ/2x + 2 V 6 - x) ^ 6 + = 6 + 3^ (*) 


Dễ dàng nhận thấy VP( 3) ^ 6 + 3\/2 (**) Từ (*), (**) và (3) suy ra 

{ \Í2x — Vẽ — X 

V2ỈC=VÕ^C 

y = v 2 

Thử lại ta thấy hệ có nghiệm duy nhất (x;y) = (0; 6) □ 


X = 

y = 


2 

V2 


Bài 20: Giải hệ phương trình 


y/x 2 - X - y-Vx - y = y 
2(x 2 + y 2 ) = 11 + 3V2x - 1 


Giải 

Ta thấy 2x — 1^0=>x^^>0. 

Trong phương trình thứ nhất, X — y và y cùng dấu. Nếu y ^ X thì y > 0 và x — y ^ 0, mâu 
thuẫn. 

Do đó, X > y > 0. 

Đặt V x — y = n > 0 X — y = a 3 . 

Ta có (x 2 — X — y)a 2 = y 2 . Thay y = X — a 3 , ta được: 

(x 2 — 2x + a 3 )a 2 = (x — a 3 ) 2 

Đẳng thức này tương đương với: 

a 2 x 2 — 2 ữ 2 x + o 5 = X 2 — 2a 3 x + ơ 6 
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Rõ ràng a — 1 thì đẳng thức đúng nên khi phân tích thành nhân tử, ta được: 

(a — l)(x 2 + 2 a 2 x + ax — o 5 ) — 0 

Dễ thấy rằng X 2 + 2 a 2 x + ax — a 5 không thể xảy ra vì a 5 ^ max{a 3 , a 6 } = max{.x' — y, [x — y) 2 }. 
Nếu max{x — y, (x — y) 2 } — (x — y) 2 thì dễ thấy a 5 ^ (x — y) 2 < X 2 < X 2 + 2 a 2 x + ax. 

Nếu max{x- y, (x — y) 2 } — x — y thì dễ thấy a 5 ^ x—y, suy ra 0 < x — y ^ 1 và từ PT thứ hai, 

11 . 

với X 2 + y 2 ^ Nếu X ^ 1 thì X 2 + y 2 ^ 2, mâu thuẫn. Suy ra X > 1 X 2 > X > 1 > X — y. 
Trong cả hai trường hợp, ta đều có X 2 + 2 a 2 x + ax — a 5 > 0. 

Vậy a = l=>y = x— 1, thay vào phương trình thứ hai, ta được: 

2(2x 2 - 2x + 1) = 11 + 3V2x - ĩ 4» (2x - l) 2 - 10 = 3 a/2x - ĩ 

Đặt \[2x — 1 = b ^ 0 thì ta được phương trình sau: 

6 4 - 10 = 36 (6 - 2)(6 3 + 26 2 + 46 + 5) = 0 

Dễ thấy PT này có nghiệm không âm duy nhất là 6 = 2, tương ứng với nghiệm của hệ đã cho 

1 à = ( 2 - 2 ) D 

' ” ” ị X 3 — 3x 2 + 2 = Vỉ/ 3 + 3 y 2 

Bài 21: Giải hệ phương trình < 

ỰWx- 2 = \Jy 3 + 8 y 

Giải 

Điều kiện: X ^ 2, y 2 (y + 3) ^ 0, y{y + 8) ^ 0 =>- y ^ 0. 

Phương trình thứ nhất viết lại là: 

X 3 — 3x 2 + 2 = y-ựy + 3 
Đặt X — 1 = a. ^ 1, Vỉ/ + 3 = 6 ^ Vã, ta có: 

ữ 3 — 3a = 6 3 — 36 (a — 6 ) (a 2 + 6 2 + ab — 3) =0 
Dễ thấy a 2 + 6 2 + 06 ^ 1 + 3 + V3 > 3 nên ta được 0 = 6 hay 

a — \J y + 3 =>■ y = a 2 — 3 

Bình phương hai vế của PT thứ hai, ta được: 9(x — 2) = y 2 + 8y hay 9(0 — 1) = (a 2 — 3)(a 2 + 5) 
Đoán nghiệm là a. = 2 và phân tích thành nhân tử, ta được: 

(o — 2) (o 3 + 2o 2 + 6a + 3) = 0 

Sưy ra phương trình trên có nghiệm duy nhất là a — 2 tương ứng với nghiệm của hệ là 
(x,y) = (3,1). 

Thử lại ta thấy thỏa.Vậy hệ có nghiệm duy nhất là (x,y) — (3,1) □ 



Vx + 3 — y 3 — 6 

Bài 22: Giải hệ phương trình (/) < 

Vỉ/+ 2 = z 3 - 25 

Vz + 1 = X 3 + 1 
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Giải 


Đặt a — \/x + 3, b = yjy + 2, c — yj z + 1 (a, b, c ^ 0) ta có: 

í a = (ỏ 2 — 2) 3 — 6 ị a. — b = (ò 2 — 2) 3 — b — 6 = /(&) 
(/)•£>< b = (c 2 — l) 3 — 25 < b — c = (c 2 — l) 3 — c — 25 = < 7 (c) 

[ c = (a 2 — 3) 3 + 1 [ c — a = (a 2 — 3) 3 — a + 1 = h(a) 


Lại có: 


Suy ra: 


Ta có: 


oo Ị (b 2 -2) 3 ^ 6 > l 3 Jò>v / 3 

6^0 \ (c 2 - l) 3 ^ 25 > 2 3 \c>v3 


fa> \/3 

(a 2 - 3) 3 + 1 > Vã => < 

a 2 — 3 > 




(*) 


í /' ( 6 ) = 3 ( 6 2 - 2) 2 .2 b - 1 > 3.I.2V3 - 1 > 0 V6 > Vã 

g' (c) = 3(c 2 - 1) 2 .2c - 1 > 3.2 2 .2\/3 - 1 > 0 Vc > 

2 

ti (a) = 3 (a 2 - 3 ) 2 . 2 a- 1 > 3/^ 3 .2V3 - 1 > 3Ặ2V3-I > 0 Va(*) 


Suy ra: f(b),g(c), h(a ) là hàm đồng biến và /(2) = <7(2) = / 1 ( 2 ) = 0. 
Nếu a > 2 : 

=>- /r(a) > h{2) = 0=^c>a>2=ỳ- g(c) > g( 2) = 0=^6>c>2 

=>• /(ò) > /(2) = 0=>a>b>2=^a>b>c>a 
Vậy trường hợp này loại. Lý luận tương tự với a <2. 

Vậy ta có: 

a = 2=>c = a + /i(a) = 2 =>- b = c + g(c) — 2 

{ \Jx + 3 = 2 í X = 1 
\J y + 2 = 2^1 y = 2 
V^TĨ = 2 1 2 = 3 


Thử lại ta thấy hệ phương trình có 2 nghiệm là: (x; y; z) — (1; 2; 3) □ 

© Nhận xét: Nếu có thể đoán nghiệm của hệ, ta cũng có lời giải đẹp như sau: 
Ta có: 


ự)** 


{ \Jx + 3 — 2 = y 3 — 8 
ựỹT2 -2 = z 3 -27 ^ { 
V^TĨ - 2 = X 3 - 1 


X 


\Jx + 3 + 2 

V-2 

\fy-~\~ 2 + 2 

z — 3 

l \/z + 1 + 2 


— (y — 2)(|/ 2 + 2y + 4) 
= (z — 3)(z 2 + 32 : + 9) 
= (x — l)(x 2 + X + 1) 


í X - 1 = (í/ - 2)( l / 2 + 2y + 4)( V^+3 + 2) (1) 
&ịy-2 = ịz- 3)(z 2 + 3z + 9)(^T2 + 2) (2) 
[ z - 3 = (x - l)(x 2 + X + 1 )(ựz + ĩ + 2) (3) 
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* Nếu X ^ l :=> y 2, z 3 

(1) => \x -1| >|y-2| 

(2) =>\y-2\>\z-3\ 

(3) =► |z-3| > |x-l| 
Vậy X = 1 => y = 2,z = 3 


Từ hệ trên ta có: < 


(mâu thuẫn) 


Bài 23: Giải hệ phương trình 


2x + 2y — yjxỹ — 3 
y/3x + 1 + a/3 y + 1 = 4 


Giải 

Nnhận thấy ở phương trình thứ nhất của hệ có hệ số bậc nhất của x; y tỉ lệ với nhau nên ta 
thêm bớt để đưa về đồng hệ số. 

) _ 3 3 _ 9 

Từ phương trình thứ nhất ta có 2x + 2y — ^Jxỹ = 3 ^ ^(2x + 2 ỳ) — ^s/xỹ — - 

( ( _ a 2 - 1 

_ \/3x + 1 — a \x — 

Đặt < _ -v=> < 

ịy/3ỹTĨ = b Ị y = __ 

I + 1) + (3 y + 1) — Tty/xỹ = vp 

Hệ phương trình đã cho tương đương < 2 2 

{ V3x + 1 + \/3ỹ + 1 = 4 

Thay a; 6 vào hệ ta có 

1 , _ 1Q 

> 2 +ỉ» 2 -)y(« 2 -i)(í> 2 -i) = f 

a + b = 4 


b 2 3 1 


5' = a + 6 

Đặt { và thế (2) vào (1) ta có 

p — ab 


____ _ _ 19, 

V-P 2 + 2P — 15 = 19 — 4p (với p ^ V-) 


94 

p 2 - 154P + 376 = 0<^P = 4VP = ^ (loại) => s = p = 4 


15 


V3X + 1 = 2 


Vậy a, b là nghiệm của phương trình X 2 — 4X + 4 = 0-v^a = ò = 2 

1 y/3ỹ~+ĩ = 2 

V 

Giải hệ này ta thu được (x;y) — (1; 1) □ 

© Nhận xét: Ngoài cách giải như trên ta vẫn có thể làm như sau: Nhân phương trình thứ nhất 
cho 2, nhân phương trình thứ hai cho 4, và trừ vế theo vế ta sẽ đưa được về dạng tổng các bình 
phương không âm A 2 + B 2 + c 2 = 0. 


Bài 24: Giải hệ phương trình 


3 y 2 + 2 y(x + 1) + 1 = 4 y\Jx 2 ~+2y~+ĩ 
y(y - x) = 3 - 3y 


Giải 
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ĐKXĐ: X 2 + 2y + 1 ^ 0 
Từ hệ ta có 

4 y 2 — 4 y\Jx 2 + 2y + 1 + X 2 + 2y + 1 = y 2 — 2 xy + X 2 
& (2y - \/^ 2 + 2 Ỉ/ + ĩ) 2 = (x - y) 2 


Nếu 2 y — V x<2 + 2y + 1 — X — y<^>3y — x = y/ X 2 + 2y + 1 : 


Ta có hệ < 

3y — X ^ 0 

9 y 2 — 6 xy — 2y = 1 (1) 

Xét (1) - 

y 2 - xy + 3y = 3 (2) 

17 

(2).6 ta có 3 y 2 — 2ữy + 17 — ữ^y—Vr^y — 1 

_ ố _ 

Với y = 1 thì X = 1 (chọn). Với y = — thì X = —— (chọn) 

3 51 

* Nến 2y 

— y/r 2 + 2y + l = ;ỉ/ — x<^ 2 / + a; = a/x 2 + 2y + 1 

/• 

Ta có hệ < 

X + y ^ 0 

y 2 + 2 xy — 2y = 1 


y 2 - xy + 3ỉ/ = 3 


Giải tương tự, ta có hệ trên vô nghiệm. 

Vậy hệ phương trình đầu có nghiệm (x]y) — (1; 1), 


/415 17\ 


. □ 


\ 3 3x-2y __ 5 QX + 4 - 2 3 »- 2 i / = 0 ( 1 ) 

Bài 25: Giải hệ phương trình { 

ịv^ỹ = Vỹ + (V2ỹ - VĨ)(>A/ + (2) 


Giải 


Điền kiện X ^ y ^ 0 

Từ phương trình (2) ta có y/x — y — y/ỹ — (y/2ỹ — V x )(V^ỹ + ựx) 2 

^ = 11 —— (v/2ỹ+ v/ĩ) 

V x ~y + Vỹ Vĩỹ+V xK v ' 

(x - 2 ị/) ( — = —— + + \V) = 0 


,V x ~y + Vỹ 

Với X = 2ịj thay vào (1) ta có 3 4y - 5.6 2y + 4.2 4 ^ = 0^ 9 2y - 5.6 2ỉ/ + 4.4 2 ^ = 0 


Chia 2 vế của phương trình cho 9 2y và đặt a = ( / 


2 y 


(0 < a < 1) ta có: 


-v=> 4a 2 — 5a + 1 = 0 


/ 2 \ 2y 1 1 
Vậy ta có ( 3 ) = 4 y = 2 log § 4 =*• x = lo ể| 4 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) = (log3 4; - log3 4 ) □ 


a= 4 


a — 1 (loại) 
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Bài 26: Giải hệ phương trình 

Ị x lỉ + xy ỉữ — y 22 + y 12 (1) 

Ị 7; y 4 + 13x + 8 = 2 y ẩ ựx (3x 2 + 3 y 2 - 1) (2) 

(Đề thi chọn đội tuyển TP HCM 2009-2010) 


Giải 

_g 

Xét y — 0, thay vào hệ tìm được X — 

Xét X — 0 từ (1) suy ra y = 0 nhưng (x; y) = 0 không thoả (2). 
Xét xy Ỷ 0- Từ phương trình (1) ta có 



11 


X n 

+ . ẫ =y +y 

y 


Xét hàm số /(í) = í 11 + t ta có f'(t) — 11 í 10 + 1 > 0 Ví e M /(í) đồng biến trên M. Từ đó 
ta có: 

(1) ^ Q = f(y) ^x = y 2 > 0 


Khi đó (2) trở thành: 


7x 2 + 13x + 8 = 2x 2 ựx(3x 2 + 3x — 1) 7t + 13 1 2 + 8í 3 = 273 + 3í — t 2 với t = — > 0 (3) 

X 


Phương trình này có thể giải bằng phương pháp dùng hàm số đơn điệu (xem chương Các 
phương pháp giải phương trình). Lời giải cụ thể như sau: 


(3) (2 1 + l) 3 + 2(2 1 + 1) = 3 + 3t - t 2 + 273 + 3 t-t 2 

g(2t + 1) = g{'\Í3 + 3 1 — t 2 ) với g(t) = í 3 + 2t 


Do g'(t ) = 3í 2 + 2 > 0 Ví > 0 nên ta suy ra 


2t + 1 = 73 + 3 1- t 2 <& (2 1 + l) 3 = 3 + 3 t-t 2 ^ 


t = — 1 (loại) 

-5-789 

_16 

789-5 


t = 

t — 


(loại) 


16 


(chọni) 


Sưy Tã, X = 7 =- —- ^« = 1./ ■_ —- 

789-5 V 789-5 

Vậy hệ cố nghiệm (x ’ y) = (ỉ °)' 

(1 + ịx-y^-x+y = 1 + 3 x-y+2 

Bài 27: Giải hệ phương trình ị Ị ị 

X 2 -3y\ y - - = l- 2y 


Giải 
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ĐK:y ^ X ^ 0 hoặc y ^ X ^ 0 

Đặt X — y = u. Phương trình thứ nhất trở thành: 

(1 + 4“)5 1 ~“ = 1 + 9.3“ (1) 

+ Nến u > 0 thì VT < 5 + 5 = 10 còn VP>1 + 9 = 10 (VN) 

+ Nến u < 0 thì VT > 5 + 5 = 10 còn VP < 1 + 9 = 10 (VN) 

+ Nến u — 0 thì X — y 

Thay vào phương trình sau ta có: 

X 2 — 3x\ X — - = 1 — 2x (ĐK: X ^ 1 hoặc — 1 ^ X < 0) 

V X 

3x 2 — 3y/x(x 2 — 1 ) — 1 — 2x (*) 

Đặt a — \JX 2 — l(a > 0), b = sfx thì (*) trở thành: 



a — b 

\Jx 2 — l — ựx 

1 + Võ 

a 2 — 3aò + 2b 2 = 0 +> 



X = 

2 


a — 2b 

Va; 2 — 1 = 2 Vã; 

X = 2 + V5 


Vậy hệ có nghiệm X — y — ——— và X = y = 2 ± Võ □ 


Bài 28: Giải hệ phương trình 


Vx 2 + 91 = v^2 + y 2 (1) 
ựy* + 91 = vv^2 + X 2 (2) 


Giải 


ĐK: X, y ^ 2 

Lấy (1) trừ (2) ta được: 


Vx 2 + 91 — \Jy 2 + 91 = \Jy — 2 + y 2 — y/x — 2 — X 2 

^ _ x2 -y 2 __ ___+ u? _ +b 

Va; 2 + 91 + y/y 2 + 91 v^2 + w^2 J 

+> (x - y)( - = §-^ 7 == = + 7 — + X + V = 0 

Va; 2 + 91 + vV + 91 + 

X — y 

Thay vào hệ ban đầu ta được: 


Vo; 2 + 91 = \Jx — 2 + X 2 


+> Vo; 2 + 91 — 10 = Va; 
" 2 9 


2 — 1 + (x 2 — 9) 






a; -y _ x-đ . q w q , 

7 = —77 = 7 =— 7 + (a; - 3)(a; + 3) 

Va; 2 + 91 + 10 yjx- 2 + 1 


X = 3 

X + 3 


a; + 3 1 , , , 

— / = —77 — — 7 —7 + (a; + 3) 

Va; 2 + 91 + 10 Va - - 2 - 1 
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_ ,, , £ + 3 ^ X + 3 ^ 1 

Dễ thấy —===== — < X + 3 =4» ====== — < X + 3 H- . —- 

Vx 2 + 91 + 10 Vx 2 + 91 + 10 Vx - 2 + 1 

Do đó X = 3 (thoả X ^ 2). Vậy hệ có nghiệm X = y = 3 □ 


Bài 29: Giải hệ phương trình 


\fxMft — (x 2 + y 2 ) + 1 = 1 — xy (1) 
VT^+v/1-2/ 2 = V^(2) 


Giải 


___ í — 1 ^ x,y ^ 1 
ĐKXĐ: ị 

yx A y A — (x 2 + y 2 ) + 1 ^ 0 

Đặt a = X 2 + y 2 ]b = xy =$■ 

Từ (1) ta có: \Jb A — a + 1 = 1 — ò<^>6 4 — a + l = ò 2 — 2ò + l<^a = 6 4 — Ò 2 + 2Ò 
Lại có a ^ 2b =>• ò 4 — 6 2 + 26 ^ 2b ò 2 (ò 2 — 1) ^ 0 (*) Do b G [—1; 1] =y 6 2 (ò 2 — 1) ^ 0 nên 
_ í a = 2b 

(*) ò 2 (ò 2 — 1) = 0 < Từ a — 2b => X — y. Vậy ta có: 

[òe{0;±l} 

*• Nếu ò = 0=^x = ;ỉ/ = 0 (thoả (2)). 

Nếu ò = l=>x = ỉ/=l (không thỏa (2)). 

Nếu b = — 1 X 2 = — 1 (vô nghiệm). 

Kết luận: Hệ có nghiệm (x; I/) = (0; 0) □ 



{ 2xy Ị x 2 + y 2 _ 2ựxỹ + x + y 

X + y V 2 2 

2012 ^- 1 - 3x + y + 1 = y/(2x - l) 2 + X - y + 1 (2) 


Giải 


Điều kiện: xy ^ 0 
Phương trình (1) viết lại: 


X + y 


+ 


X 2 + 2/ 2 


2xy x + y | ỊX 2 + y 2 / _ o 4xy — (x + 2 /) 2 | 2 




- = 0 ^ 


2(x + ỉ/) 


+ 


X 2 + y 2 


= 0 


-íx — y) 2 
4» -ZT--— + 


(x - y ) 2 


2(l+9) W^ + ^> 


= 0^ 


® = y 

1 

X + y 


X 2 + y 2 


(3) 


+ 
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Xét (3) ta có: 


l x 2 _|_ y2 _ _ _ 

(3) X + y = y — —-h y/xỹ 2(x + ỳ) = V 2 V 2 + y 2 ) + 2ựxỹ 


<=> 


(Vĩ-Vỹ ) 2 = (* + „)» (ựĩ-ựỹ? = VỂẼVVẼ. 

\/2(x 2 + y 2 ) + X + y 


o (Vx- Vỹ ) 2 = 


(x - yf 




x = y 
1 = 


ì/ĨỤc 2 + y 2 ) + x + y 

(Vx + Vỹ ) 2 


o (Vx- Vỹ ) 2 = 


{Vỹ- yỹ) 2 -(Vx+y/ỹỴ' 

V 2 V 2 + y 2 ) +x + y 


(4) 


a/2(x 2 + y 2 ) + X + y 

Xét (4) ta có: 

(4) 4» V 2 (x 2 + y 2 ) + X + y = (Vx + v^) 2 V 2 V 2 + y 2 ) = 2ựxỹ (5) 

Từ (3) => X + y > 0 mà xy ^ 0 =»■ X, y ^ 0 

Ap dụng bất đẳng thức Cauchy cho 2 số dương x,y ta chứng minh được (5) xảy ra khi và chỉ 

khi X = y. Hợp tất cả các trường hợp, kết lưận (1) X = y 

Thế y — X vào phương trình (2), ta được: 2012 2x_1 — 2x + 1 = V( 2x — l) 2 + ĩ- 

Đặt 2x — 1 — t. Phương trình trên trở thành: 

2012* = t + Vt 2 + 1 yy ln(í + Vt 2 + 1) - t ln 2012 = 0 (6) 


1 + -=L= 

Xét f(t) — ln (t+Vt 2 + ĩ)— t ln 2012. Ta có f'(t) — - , = 

V } -ư ; w t + Vĩ 2 Tĩ 

0 với mọi t G M =>- f(t) nghịch biến trên M. 

Mà /(0) = 0 =^(6) có dưy nhất một nghiệm t = 0 

„ í+1 1 _ 1 

Ta có t = 0 =4» X = ——— = -=>y = x= - 

2 2 2 

Vậy hệ có duy nhất 1 nghiệm (x; y) = □ 


Tn 2012 = 


Ví 2 +1 


Tn2012 < 
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Chương VI: SÁNG TẠO PHƯƠNG TRÌNH - HỆ 

PHƯƠNG TRlNH 


XÂY DựNG MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỢC GIẢI BANG cách đưa 
VỀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

Ví dụ 1. Xét hệ đối xứng loại hai 

ƯYƯ) *x = 2-3(2-to?)\ 

[ y = 2-3x 2 ' ' 


Ta có bài toán san 

Bài 1 (THTT, số 250, tháng 04/1998). Giải phương trình 

_ x + 3(2-3x 2 ) 2 = 2. _ 

Giải 

Đặt y — 2 — 3x 2 . Ta có hệ 

ị X + 3y 2 = 2 Ị X = 2-3y 2 (1) 
[ y = 2-3x 2 ^ [ y = 2-3x 2 (2) 


Lấy (1) trừ (2) ta được 


X — y = 3{x 2 — y 2 ) 


Với y = X, thay vào (1) ta được 


X — y = 0 

3 (x + y) = 1 




y = X 
_l-3x 
y = T~- 


3x +x — 2 = 0^xe <( —1, - } . 

ó 


_3 X 

• Với y = ———, thay vào (2) ta được 


l-3x 


= 2 — 3x 2 9x 2 — 3x — 5 = 0 X = 


1 ± Ư2Ĩ 
6 ■ 


{ 2 _Ị_ 2 I 

— 1 ; :- — > □ 

3 6 I 

© Nhận xét: Từ lời giải trên ta thấy rằng nếu khai triển (2 — 3x 2 ) thì sẽ đưa phương trình đã 
cho về phương trình đa thức bậc bốn, san đó biến đổi thành 


(x + l)(3z - 2)(9Ư - 3x - 5) = 0. 
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Vậy nếu khi xây dựng bài toán, ta cố ý làm cho phương trình không có nghiệm hữu tỉ thì 
phương pháp khai triển đưa về phương trình bậc cao, san đó phân tích đưa về phương trình 
tích sẽ gặp nhiều khó khăn. 


Ví dụ 2. Xét một phương trình bậc hai có cả hai nghiệm là số vô tỉ 

5x 2 — 2x — l = 0y^2x = 5x 2 — 1. 



Giải 


Đặt 2 y — 5x 2 — 1. Khi đó 


2 y = 5x 2 - 1 
8x — 5.4 y 2 — —4 


2 y = 5x 2 - 1 (1) 

2x = 5 y 2 - 1. (2) 


Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 


2 2 y—x= 0 y—x 

2(y - x) = 5(x 2 - y 2 ) ^ y " & 5x + 2 

2 =-5 (x + y) y = - — . 

L L 5 


Với y = X, thay vào (1) ta được 


2 , l±y/ẽ 

5x — 2x~l = 0^x = ——-—. 


5a; + 2 

• Với y = -—-—, thay vào (1) ta được 

0 

10x + 4 „ _ _ o . , ^ —5 ± \/5Õ 

- = 5x 2 — 1 2Ĩ)X 2 + lữx — 1 = 0 X = —— —. 

5 25 

{ 1 Vẽ 1 \X2 I 
——-—, -——— / □ 

5 • Ị 

© Nhận xét: Phép đặt 2 y — 5x 2 — 1 được tìm ra như sau: Ta đặt ay + b = 5x 2 — 1, với a, b tìm 
sau. Khi đó thu được hệ 


ay + b — 5x 2 — 1 
8x — 5 (ay + b) 2 — —4 


ay + b + 1 = 5x 2 

8x + 4 — 5Ò 2 = 5 a 2 y 2 + 10 aby. 


{ a 5 5+1 

8 5a 2 4 — 5 b 2 =>■ 

10aò = 0 

Vậy ta có phép đặt 2 y — 5x 2 — 1. Sau đây là một bài tương tự: 
Bài 3. Giải phương trình 5(5x 2 — 17) 2 — 343x — 833 = 0 


6 = 0 
a — 2. 


Giải 
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. _ . „ _ , I ay + b — 5x 2 — 17 

© Ỷ tưởng: Đặt ay + 6 = 5x 2 — 17 (a Ỷ 0) ^ { 

|^5(oư/ + b) 2 — 343a; — 833 = 0 (*) 

Từ (*) có 

5 (ay) 2 + 10 aby + b 2 - 343x - 833 = 0 
_ 5 (ay) 2 + 10 aby + b 2 - 833 

N—+ X — "7 

343 

, 5 a 3 .y 2 + 10 a 2 .by + b 2 .a — 833 a . . 

=>ax + b= ----h b (**) 

343 v ’ 

Ta hi vọng có ax + b = 5 y 2 — 17, kết hợp với (**) suy ra 


ax + b — 


+ b (**) 


_ ọ 5a 3 .y 2 + 10a 2 .by + b 2 .a — 833a 

5y 2 - 17 = --- X- -+ b 

y 343 

343.5y 2 - 5831 = 5 a 3 .y 2 + 10 a 2 .by + b 2 .a - 833 a + 3436 


343 = a 3 

Đồng nhất hệ số ta được a 2 b — 0 


1^-8330 + 3436 = -5831 

Vậy ta có lời giải sau: 

© Lời giải: 

Đặt 7 y — hx 2 + 17 ta có hệ phương trình 

Ị ly - 5x 2 - 17 
1 245 y 2 - 343x - 833 = 0 


a — 7 
6 = 0 


Ty = 5x 2 - 17 (1) 
7x = 5 y 2 - 17 (2) 


Lấy (1) trừ (2) ta có 


7(y — x) = 5(x + y)(x — y) <+ 


+ Nếu X — y, thay vào (1) có 


5ar — 7x — 17 = 0 <+ a; = 


X = y 

5x + 5y = —7 


7 ± \7389 


+ Nếu 5x + 5y = —7, kết hợp (2) ta có 

„ _ . 5(5x 2 — 17) 0 , _ _ „ -35 + 5^193 

7 + 5x + —-- = 0 + 25x 2 + 35a: - 36 = 0 X = - _ 

7 50 

__ . , , .. í 7 : Y 7 389 -35 ±5^193 ì 

Kêt luận: Phương trình có tập nghiệm s — < -—-;-—- > □ 


Ví dụ 3. Xét một phương trình bậc ba 


Ax 3 — 3x — —— <+ 8x 3 — 6x = —Vs <+ 6x = 8x 3 — \Í3 


Do đó ta xét 


^6*= 8 fc^] -V3 
6x = 8y 3 - Vs V 6 / 
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=> 1296x + 216^ = 8 (8x 3 - VãỴ 

=> 162x + 27 Vã = (8x 3 -VsỴ. 


Ta có bài toán sau 


Bài 4. Giải phương trình 162x + 27Vã — ( 8x 3 — \/3) 3 . 


Giải 


Đặt 6 y — 8x 3 — V3. Ta có hệ 

ị 6y = 8x 3 - V3 Ị 6y = 8x 3 -Vs ( 1 ) 

Ị 162x + 27V3 = 216y 3 ^ Ị 6x = 8y 3 - V3 (2) 

Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 

6 (y — x) — 8(x 3 — y 3 ) o (x — y) [8 (x 2 + xy + y 2 ) +6] =0. (3) 


Vì X 2 + xy + y 2 ^ 0 nên 8 ( X 2 + xy + y 2 ) + 6 > 0. Do đó từ (3) ta được X — y. 
Thay vào (1) ta được 


q /— n q 7)lĩ 

6x — 8x — V 3 4x — 3x = — —— 4x — 3x = cos —- 

2 6 


(4) 


n , , , 3 a tt 

Sử dụng công thức cos a — 4 cos — — 3 cos —, ta có 

o o 


Ỏ7T 3 Õ7T 

cos — — 4 cos — — 
6 18 

17tt , 3 17t t 

cos -^r- = 4 cos —— 
18 


Q _ ỏ7r 

3 cos i' 


3 cos 


17t r 


6 

7vr 3 7n 7 tt 

cos — — 4 cos — — 3 cos — 
6 18 18 


18 


Õ7T 177T T7Ĩ 

Vậy X = cos ~v, X — cos w~, X — cos là tất cả các nghiệm của phương trình (4) và cũng là 
18 18 18 


tất cả các nghiệm của phương trình đã cho □ 

© Nhận xét: Phép đặt 6 y — 8x 3 — y/3 được tìm ra như sau : 

Ta đặt ay + b — 8x 3 — y/3. Khi đó từ phương trình đã cho có hệ 


ay + b = 8x 3 — V3 

162x + 27y / 3 = a 3 y 3 + 3 a 2 by 2 + 3 a.b 2 y + b 3 . 


Cần chọn a và b sao cho 


a 8 b + V3 
162 = a 3 = 27V3 - b 3 
3 a 2 b — 3 ab 2 — 0 



6 = 0 
a — 6. 


Vậy ta có phép đặt 6 y — 8x 3 — V3. 
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Ví dụ 4. Ta sẽ xây dựng một phương trình vô tỉ có ít nhất một nghiệm theo ý muốn. Xét 
X = 3. Khi đó 

2x — 5 = 1 (2x — 5) 3 = 1 do — =3 X — 2. 

Ta mong muốn có một phương trình chứa ( ax + 6) 3 và chứa \Jcx + d, hơn nữa phương trình 
này được giải bằng cách đưa về hệ “gần” đối xứng loại hai (nghĩa là khi trừ theo vế hai phương 
trình của hệ ta có thừa số (x — y)). Vậy ta xét hệ 

Ị [2y — 5) 3 = X — 2 
[ (2x - 5) 3 = -x + 2y-2. 

Nếu có phép đặt 2y — 5 = \/x — 2, thì saư khi thay vào phương trình 

(2x — 5) 3 = —X + 2y — 2 


ta được 

8x 3 - 60x 2 + 150x - 125 = -X + \/x-2 + 5-2. 

Ta có bài toán sau 
Bài 5. Giải phương trình 

_ \/x — 2 = 8x 3 — 6Qq; 2 + 151+ - 128. 


Giải 


Cách 1: 

Tập xác định M. Phương trình viết lại 

\Jx — 2 — (2 x-5) 3 +x-3. 


Đặt 2y — 5 = \/x — 2. Kết hợp với (1) ta có hệ 


(2 y - 5) 3 = X - 2 (2) 

(2x - 5) 3 = -X + 2y - 2 (3) 


Lấy (3) trừ (2) theo vế ta được 


2 (x-y) [(2x - 5) 2 + (2x - 5) (2 y - 5) + (2 y - 5) 2 ] = 2 (y - x) 
X — y = 0 (4) 




(2x — 5) 2 + (2x — 5) (2 y — 5) + (2 y — 5) 2 + 1 = 0. (5) (vô nghiệm) 


Ta có (4) y = X. Thay vào (2) ta được 


(2x — 5) 3 = X — 2 8x 3 — 60x 2 + 149x — 123 = 0 

+> (x — 3)(8x 2 — 36x + 41) = 0 X = 3. 


( 1 ) 


Vậy phương trình có nghiệm dưy nhất X — 3 □ 

© Nhận xét: Từ nghiệm duy nhất trên, ta nghĩ đến cách dùng đơn điệu hàm số như sau: 
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Cách 2. 

Tập xác định M. Đặt y — yfx — 2. Ta có hệ 

I 8x 3 - 60a: 2 + 151a; - 128 = y 
Ị X = y 3 + 2 

Cộng vế theo vế hai phương trình của hệ ta được 


8a; 3 — 60a; 2 + 152x — 128 = y 3 + y + 2 
<tt>8x 3 — 60x 2 + 150x — 125 + 2x — 5 = y 3 + y 
^(2x - 5) 3 + (2x - 5) = y 3 + y. (*) 

Xét hàm số f(t) = t 3 + t. Vì /'(£) = 3í 2 + 1 > 0, Ví G R. nên hàm / đồng biến trên M. Do đó 

(*) viết lại 

f{2x - 5) = /(ỉ/) ^2x~5 = y. 


Bởi vậy 


(2x - 5) = v^-2 (2x - 5) 3 = x - 2 

<tt>8x 3 — 60x 2 + 149x — 123 = 0 
<=t-(x — 3)(8x 2 — 36x + 41) = 0 X = 3. 


Phương trình có nghiệm duy nhất X — 3 □ 


Ví dụ 5. Xét một phương trình bậc ba nào đó, chẳng hạn xét 4x 3 + 3x = 2. Phương trình này 
tương đương 

8a; 3 + 6x = 4 8x 3 = 4 — 6x <=> 2x = \/4 — 6x. 

Ta “lồng ghép” phương trình cuối vào một hàm đơn điệu như sau 

(2x 3 ) + 2x = \/4 — 6x + 4 — 6x 8a; 3 + 8x — 4 = \/A — 6x. 

Ta được bài toán sau: 

Bài 6. Giải phương trình 

_ 8a; 3 + 8x — 4 = \/ị — 6x. _ 

Giải 


Tập xác định của phương trình là M. 

Cách 1: 

Phương trình đã cho tương đương 

(2x) 3 + 2x — y/A — 6x + 4 — 6x. (1) 

Xét hàm số /(í) = í 3 + 1, Ví G M. Vì f(t) = 3t 2 + 1 > 0, Ví G M nên hàm số /(í) đồng biến trên 
M. Mà (1) viết lại / (v^4 — 6x) = /( 2x) nên nó tương đương 


\/4 — 6x = 2x 8x 3 + 6x = 4 4x 3 + 3x — 2. 


( 2 ) 
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Vì hàm số g(x) — 4x 3 + 3a; có g'(x) — 12x 2 + 3 > 0, Va; G R. nên PT (2) có không quá một 
nghiệm. Xét 

2 = ^ (a 3 — yy (a 3 ) 2 - 4a 3 - 1 a 3 = 2 ± Vh. 

2 \ cr ) 

Do đó, nếu đặt a — \/2 + \fh thì 2 = - (a 3 -- y Ta có 

2 \ cr / 



Vậy X — - ịa - ^ = 2 (^ V / 5 + \J2 — là nghiệm duy nhất của (2) và cũng là 

nghiệm duy nhất của phương trình đã cho □ 


Cách 2: 

Phương trình viết lại thành 

(2a;) 3 = \/—6x + 4 — 8a; + 4. 

Đặt 2 y — \J4 — 6x. Ta có hệ 

Ị 8y 3 = 4 — 6x Ị 8y 3 — —6x + 4 (a) 

Ỵ 8x 3 + 8x — 4 = 2y y 8x 3 = 2y -\- 4 — 8x. ( b ) 

Lấy (6) trừ (a) theo vế ta được 

8(a; 3 — y 3 ) = 2(y — x) (x — r/) [4(a; 2 + xy + í/ 2 ) + 1] = 0 y = aư 
Thay y — X vào (a) ta được 

8a; 3 = —6a; + 4 4a; 3 + 3a; = 2. 


Đến đây làm giống cách 1. 

Bài 7. Giải phương trình 

v // 6ãT+T = 8a; 3 — 4a; — 1 
(Đề đề nghị Olympic 30-4-2006) 

Giải 

Tập xác định của phương trình là M. Đặt V^6ãr+T = 2 y. Ta có hệ 

ị 8x 3 — 4x — 1 = 2y Ị 8x 3 = 4x + 2y + 1 (1) 
ị 6a; + 1 = 8 y 3 Ị 8r/ 3 = 6a; + 1. (2) 

Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 

8(a; 3 — y 3 ) — 2(y — x) o (x — y)[4(x 2 + xy + y 2 ) + 1] = 0 o y = X. 
Thay y — X vào (2) ta được 

o o 7ĩ 

8ar — 6a: = 1 -v^ 4ar — 3x = cos —. 

o 


( 3 ) 
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rỵ Q> 

Sử dụng công thức cos a — 4 cos 3 — — 3 cos —, ta có 

o o 


7T Õ7T 17T .. ? >A 9 J V 1 /o\ V ~ IV 

Vậy X — cos — , X = cos — , X — cos — là tât cá các nghiệm cúa phương trình (3) và cũng là 
9 9 9 

tất cả các nghiệm của phương trình đã cho □ 

© Nhận xét: Ta còn có thể giải cách khác như saư : Phương trình viết lại 


7T . _3 7T _7Ĩ 

cos — = 4 cos — — ỏ cos —, 

3 9 9’ 

7vr 3 7vr 7n 

cos — = 4 cos —-3 cos —, 

3 9 9 ’ 

Õ7T 3 Õ7T Õ7T 

cos — = 4 cos —-3 cos —. 

3 9 9 

7ĩĩ 


6x + 1 + \/6x + 1 — (2x) 3 + 2x. 


(3) 


Xét hàm số /(í) = í 3 + 1, Ví G M. Vì f'(t) = 3í 2 + 1 > 0, Ví G R. nên hàm số /(í) đồng biến trên 
M. Mà (2) có thể viết lại thành / (vTkc + l) = f(2x) nên tương đương 

\/6x + 1 = 2x 8x 3 — 6x = 1 4x 3 — 3x = 

Ví dụ 6. Xét một tam thức bậc hai luôn nhận giá trị dương : X 2 \- 2. Khi đó 


J (x 2 + 2 ) dx = ^ + 2x + c. 


X 3 

Chỉ cần chọn c = 0 ta được một đa thức bậc ba đồng biến là h(x) = vr + 2x. Ta có h( 3) = 15. 

ó 

Vậy ta thư được một hàm số đa thức bậc ba đồng biến g(x) và thoả mãn g( 3) = 0 là 

X 3 

g(x) = + 2x — 15. 

ổ 

Ta sẽ tìm một đa thức bậc ba đồng biến k(x) sao cho k(x) = X <í=> g(x) = 0, muốn vậy ta xét 

3 _3 

kC/ 

-— + ax — 15 — X ^ + (a — l)x — 15 = 0. 

o o 

Do đó chọn a sao cho ữ-l = 2-^« = 3, khi đó k(x) — + 3x — 15 và k(x) — y tương đương 


với 


X 3 

+ 3x — 15 = y X 3 + 9x — 45 = 3y. 

ố 


Từ phương trình cuối này thay X bởi y ta thu được hệ đối xứng loại hai 

X 3 + 9x — 45 = 3 y 
y 3 + 9y — 45 = 3x. 

Từ hệ trên, sử dụng phép thế ta thu được phương trình 


X 3 + 9x — 45 


+ 9 


X 3 + 9x — 45 


45 = 3x 


(x 3 + 9x- 45) 3 + 81 (x 3 + 9x- 45) = 1215 + 8Lr. 


Vậy ta thu được bài toán sau. 
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Bài 8. Giải phương trình 

_ (x 3 + 9x- 45 ) 3 + 81 (x 3 + 9x~ 45) = 1215 + 8Le (1) 

Giải 


Tập xác định M. Đặt X 3 + 9x — 45 = 3 y. Kết hợp với (1) ta có hệ 

ị X 3 + 9x — 45 = 3y (2) 

Ị y 3 + 9y - 45 = 3x. (3) 

Lấy (2) trừ (3) theo vế ta được 

X 3 — y 3 + 9x — 9y = 3y — 3x X 3 — y 3 + 12{x — y) = 0 

■&(x — y)(x 2 + xy + y 2 + 12) = 0 43 - X = y. 


Thay vào (2) ta được 


X 3 + 9x — 45 = 3x 43- (x — 3) (x 2 + 3x + 15 ) = 0 X = 3. 


Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x — 3. □ 

© Nhận xét: Phép đặt X 3 + 9x — 45 = 3 y được tìm ra như sau: Ta đặt X 3 + 9x — 45 = ay. Khi 
đó 

{ X 3 + 9x — 4:5 = ay 1 X 3 + 9x — 45 = ay 

a 3 y 3 + 8lay = 1215 + 8 Le [ a 3 y 3 + 81ay — 1215 = 81a;. 


,_ a 3 _ 81 a _ 1215 _ 81 _ 

Vậy cân chọn a thoa mãn điêu kiện — = —— = ——— = — a = 3. 

’ 1 9 15 a 

Do đó đặt X 3 + 6x — 45 = 3 y, ta sẽ thu được một hệ đối xứng loại hai. 


Ví dụ 7. Chọn một phương trình chỉ có hai nghiệm là 0 và 1 là ll x = lOa; + 1. Từ phương 
trình này ta thiết lập một hệ đối xứng loại hai, san đó lại quay về phương trình như sau : 


I ll x = 10y + l j y — log 11 (lOx + 1) ll x — 1 
I 11® = 10x + 1 ^ [ ll x = lOy + 1 ^ 10 

=►11* = 10 log n (lOx + 1) + 1 =► 11* = 2 log n (lOx + l) 5 + 1. 


logn (10x + 1) 


Ta có bài toán sau. 

Bài 9. Giải phương trình ll x — 21og 11 (lOx + l) 5 + 1. 

Giải 

1 

Điều kiện X > — Đặt y = log 11 (10a; + 1), khi đó ll v = 10.X' + 1. Kết hợp với phương trình 
đã cho ta có hệ 

I 1 l x = lOy + 1 ( 1 ) 

ị 1F = loi + 1 (2) 

Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 

11* - 11® = 10y - 10x 4» 11* + lOx = 11® + 10 y. (3) 
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Xét hàm số f(t) — 11* + 10Í. Ta có /'(í) = 11* ln 11 + 10 > 0, Ví e M. Vậy hàm số / đồng biến 
trên M. Mà (3) chính là f(x ) = f(y ) nên X = y. Thay vào (1) ta được 

11* = 10x + 1 11* - lOx - 1 = 0. (4) 

Xét hàm số g(x) — 11* — lữx — 1 trên khoảng ; +oo^ . Ta có 

g\x) = 11 * ln 11 - 10 , g"(x) = 11 * (ln ll) 2 > 0 . 


Vậy hàm số g có đồ thị luôn lõm trên khoảng yy +ooJ, suy ra đồ thị của hàm g và trục 

hoành có với nhau không quá hai điểm chung, suy ra (4) có không quá 2 nghiệm. Mà g( 1) = 0, 
g(0) = 0 nên X = 0 và X = 1 là, tất cả các nghiệm của (4). 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là X — 0 và X = 1. □ 


Ví dụ 8. Ta sẽ sử dụng phương pháp lặp để sáng tác phương trình từ hệ phương trình đối 
xứng loại hai. Xuất phát từ 

Ị 4x = v^O + u 
1 Au — y/x + 30, 


sử dụng phép thế ta được phương trình 4x — y 30+ ^V x + 30. Từ phương trình này ta lại 
thu được hệ đối xứng loại hai 


4 u = y 30+ 4 <ựx + 30 
4x — J 30 + -\/ư + 30. 


Từ hệ này, tiếp tục sử dụng phép thế ta thu được phương trình 


4:X — A 30+—y 30+—Y 30+ — \/ X + 30. 


Ta có bài toán sau. 

Bài 10 (Đề nghị Olympic 30/04/2010). Giải phương trình 


4 cX — A 30 + — y 30 + — J 30 + — \/x + 30. 


1 / 1 

Để X là nghiệm thì X > 0. Đặt u — -Ty 30 + ^y/x + 30, từ phương trình đã cho ta có hệ 


4 u = y 30 + 4 \fx + 30 
4x — J 30 + -y/u + 30. 
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Giả sử X > u. Khi đó 


4 u — \ / 30 + - \Jx + 30 ^ Y 30 + -ịVũ + 30 = 4x=^u^x=>x = u. 


Vậy từ hệ (1) ta có X = u và 


4x — \l 30 + -ịVx + 30. 


Đặt V — -ựx + 30, từ (2) ta có hệ 


( 2 ) 


4x — Ư30 + V 
ẩv — \Jx + 30. 


(3) 


Giả sử X > V. Khi đó 


4v — \/X + 30 ^ \Jv + 30 = 4x => 4v ^ 4x V ^ 


X => V — X. 


Vậy V = X vầ 4x = \Jx + 30 -v^ 


X ^ 0 


^ X — 


1 + \/1921 


16x 2 = X + 30 " 32 


1 + \/l921 

Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X — - -y- -. □ 

32 


SỬ DỤNG CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC ĐỂ sáng tác các phương 
TRÌNH ĐA THỨC BẬC CAO 

Trong mục này ta sẽ dùng một số công thức lượng giác để sáng tác ra các phương trình đa 
thức bậc cao. Việc giải các phương trình đa thức bậc cao là rất phức tạp, trong nhiều trường 
hợp là không thể. Tuy nhiên sử dụng tính chất phương trình đa thức bậc n (n — 1,2,...) có 
không quá n nghiệm, và một số định hướng trong quá trình sáng tác đề toán, ta có được lời 
giải rất ngắn gọn và ấn tượng cho các phương trình dạng này. 

Ví dụ 9. Từ công thức 


cos 6o; = 32 cos 6 a — 48 cos 4 a + 18 cos 2 a — 1 


Lấy cos a — X ta được 


Chọn 6<ỵ = — ta được 
o 


Ta có bài toán sau. 


cosôo; = 32Ư — 48Ư + 18Ư — 1 


32Ư - Â8x 4 + 18x 2 - 1 = ị 


Bài 11 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2009). Giải phương trình 
_ 64Ư - 96.Ư + 36x 2 -3 = 0. 


Giải 
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Ta CÓ 


cos 6 cu = 2 cos 2 3cu — 1 = 2 (4 cos 3 cu — 3 cos cu ) 1 — 1 
= 32 cos 6 cu — 48 cos 4 cu + 18 cos 2 cu — 1. 


Phương trình đã cho tương đương 


32x 6 — A8x 4 + 18x 2 — 1 = - <=} 32x 6 — A8x 4 + 18x 2 — 1 = cos 

z o 


( 1 ) 


( 2 ) 


( 7T &27Ĩ \ 

--- + — 7 — ) , k — 1, 5. □ 

3.6 6 / 

© Nhận xét: Việc sử dụng công thức biểu diễn cos ncu theo cos cu, sin na theo sin cu sẽ giúp ta 
giải được những phương trình dạng này. 


Ví dụ 10. Từ cos 5cu = 16 cos 5 cu — 20 cos 3 cu + 5 cos cu, Đặt cos cu = 


X 


ta được 


cosõcu = 


16a; 5 


20a ; 3 5x 

+ 


5x 3 


288v / 3 24\/3 + 2^ 18^ 6 V 3 + 2y/3 

7T \/3 X 5 — 15x 3 + 45a: 

Chọn 5cu = — được = 


2 Vã 

5x X 5 — 15x 3 + 45x 


18v^3 


6 2 18^3 

Bài 12 (Đề nghị Olympic 30/04/2011). Giải phương trình 

_ X 5 - 15X 3 + Ế5x - 27 = 0. 


-v=> X 5 — 15a: 3 + 45x — 27 = 0. Ta có bài toán san. 


Giải 

Tập xác định M. Đặt X — 2\/3t, thay vào phương trình đã cho ta được 

288V3t 5 - 360 V3t 3 + 90\/3 1 -27 = 0 


^2 (16í 5 - 20t 3 + 5t) =V3o 16í 5 - 20í 3 + 5t = cos ị. 

6 


Mặt khác ta có 


cos 5cu + cos cu = 2 cos 3cu cos 2cu 
-v=> cos 5cu = 2 (4 cos 3 cu — 3 cos cu) (2 cos 2 cu — 1 ) — cos 
-v=> cos 5cu = 2 (8 cos 5 cu — 10 cos 3 cu + 3 cos cu) — cos cu 
-v=> cos 5cu = 16 cos 5 cu — 20 cos 3 cu + 5 cos cu. 


( 1 ) 


cu 


( 2 ) 


7T k2ĩl \ 

Từ (2) suy ra (1) có 5 nghiệm là t = cos ( --- H— 7 — ) , k = 0,4 Vậy phương trình đã cho có 5 


Từ (2) suy ra (1) có 5 nghiệm là t = cos —— 

\6.5 

( 7T k2ir \ 

/7- + —) , k = 0,4. 

30 5 / 

1\TU íìn vnl* ' I 'vAn rr 1 rrì ỏí Ivnn cí ol rn 


5 


□ 


© Nhận xét: Trong lời giải trên, phép đặt X = 2\f3i tìm ra như sau : Do công thức 

cos 5cu = 16 cos 5 cu — 20 cos 3 cu + 5 cos cu, 

nên đặt X = at, với a sẽ tìm sau. Thay X = at vào phương trình đã cho ta được 

a 5 t 5 - 15 a 3 t 3 + 45at - 27 = 0. 

a 5 15a 3 45a a 4 3à 2 /- 

Ta tìm a thoa điêu kiện — = — = —— => — = —— = 9 => a= ±2v 3. Vậy ta có phép đặt 

16 20 5 16 4 

X = 2\ /í 3t. 
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Ví dụ 11. Từ sin 5a — 16 sin 5 a — 20 sin 3 a + 5 sin a, lấy sin a — 2x ta được sin 5o; = 512a; 5 — 

7 ỵ 

160a; 3 + lOx. Chọn 5a = c ta có 

3 

/0 

= 512x 5 - 160a: 3 + 10x ^ 1024x 5 - 320a; 3 + 20a; - = 0. 


Ta được bài toán sau. 


Bài 13. Giải phương trình 1024x 5 — 320x 3 + 20a: — y/3 = 0. 


Giải 


Đặt x — 2 ' tha y vao phương trình đã cho ta được 


32í 5 - 40í + 10 = Vã ^ 16t 5 - 20t 3 + 5 1 = sin ^ 

ó 


( 1 ) 


Ta có 


sin 5 a + sin a = 2 sin 3a cos 2 a 

sin 5o? = 2 (3 sin a — 4 sin 3 a) (l — 2 sin 2 a) — sin a 

sin 5o? = 2 (8 sin 5 a — 10 sin 3 a + 3 sin a) — sin a 

sin 5a — 16 sin 5 a — 20 sin 3 a + 5 sin a. (2) 

Từ (2) suy ra (1) có 5 nghiệm là t 

. _ , _ .. 1 ( 7T k2: 

có 5 nghiệm là X — - sin — H-— 

6 2 \15 5 

Ví dụ 12. Ta xét phương trình X 3 —3x — \Jx + 2. Dễ thấy X = 2 là nghiệm của phương trình 
này. Ta không đi theo con đường lượng giác mà sẽ biến đổi đại số ngay từ phương trình ban 
đầu, cụ thể là bình phương hai vế ta được 


= sin 


7T Ả/27T 

--- + — ~r~ ) , k — 0,1, 2, 3,4. Phương trình đã cho 
3.5 5 


, k = 0,1, 2, 3,4. □ 


X 6 — 6 x 4 + 9x 2 — X — 2 = 0 

(x — 2) (x 5 + 2x a — 2x 3 — 4x 2 + X + l) =0. 

Ta chỉ xét X 5 + 2x 4 — 2x 3 — 4x 2 + X + 1 =0. Lại đặt thêm ẩn phụ để che lấp vấn đề kĩ hơn: 
thay X bởi 2x, ta được 32x 5 + 32x 4 — IQx 3 — 16x 2 + 2x + 1 = 0. Ta được bài toán sau. 

Bài 14 (Đề nghị Olympic 30/04/2011). Giải hệ phương trình 

ị X 2 + 4 y 2 — 1 

1 16x 5 — 20x 3 + 5x + 512 y 5 — 160 y 3 + 10 y + y/2 — 0. 


Giải 


Đặt t — 2y, thay vào hệ ta được 

ị x 2 + t 2 = 1 (1) 

1 16(x 5 + t 5 ) -20 (x 3 + í 3 ) + 5(x + t) = -y/2. (2) 
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X — Slĩl Oi 

Đặt ' với a G [0; 2iĩ\. Thay vào (2) ta được 

t — cosa 


(16 sin 5 a — 20 sin 3 a + 5 sin a) + (16 cos 5 a — 20 cos 3 a + 5 cos a) — — \Í2 

. _ _ /- ,, . /_ , 7T\ ^ 3vr k2n 

sin 5a + cosõa = — V2 -vt> sin 5o; + — = — 1 44- a = — — H-—. 

V 4/ 20 5 


r ^ í 7T 137T 217T 29vr 377rl 

Vì a G 0; 27T nên a e < ——, ——, ——, —— >, từ đây suy ra X, y. □ 

L ’ J \4’ 20 ’ 20 ’ 20 ’ 20 /’ J J ,y 

© Nhận xét: Lời giải trên đã tận dụng “một sự trùng lặp thú vị” của hàm sin và cos 


sin 5 a = 16 sin 5 a — 20 sin 3 a + 5 sin a; cos 5a — 16 cos 5 a — 20 cos 3 a + 5 cos a. 


SỬ DỤNG CÁC HÀM LƯỢNG GIÁC HYPERBOLIC 


Sử dụng các đồng nhất thức đại số có xuất sứ từ các hàm lượng giác hypebôlic ta có thể sáng 
tác được một số phương trình đa thức bậc cao có cách giải đặc thù. 

Ví dụ 13. Ta có - ( a 5 — —^ = 16m 5 + 20 m 3 + 5 m, trong đó m = - (a — -V 


X 

Đặt m — — , khi đó 

2v 2 


1 / 5 1 \ 16x 5 20x 3 5x X 5 10x 3 20a; 

2 V o 5 / = 128Ư2 + 16Ư2 2Ư2 = 8Ư2 8Ư2 8 Ư 2 ’ 


T X 1 í , 1 \ 18 J 

Lay - a-- = -— 7 =. ta được bài toán sau. 

2 V a 5 J 8V2 


Bài 15. Giải phương trình X 5 + 10x 3 + 20x — 18 = 0. 


Giải 


Ta thấy rằng 


i = V2(a-L &V2a 2 ~xa-V2 = 0**a = Ĩ± „Ư + 8 . 
a) 2 V 2 


Do đó ta có quyền đặt X — \Í2 (a -y Khi đó 

V a J 

; 5 = 4Ư2 (a 5 — 5 a 3 + 10a-— + 


X = 4 vz Ị a — oa + rua-1— -- 

\ a a á a 5 ) 

10x 3 = 20Ư2 (a 3 — 3a + - —y ) , 20o; = 20Ư2 ( a - - 1 
\ a a d J \ aj 


Thay vào phương trình đã cho ta được 


4Ư2 Ị^a 5 - y ^ - 18 = 0 4» 4v / 2(a 5 ) 2 - 18a 5 - 4Ư2 = 0 4» 


a 5 = 


9 + ƯĨĨ3 

4Ư2_. 
5 9-ƯĨĨ3 


a — 


4Ư2 
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Phương trình có nghiệm duy nhất X — ypĩ ( \ — — /=■ — \ - - / = ] . □ 

\V 4^ V 9 + ^ĩĩỤ 

© Nhận xét: Trong lời giải trên, phép đặt X — \[2 (a -) được tìm ra như sau : 

V 

1 / 1 \ 1 / 1\ 

Do công thức 4 a 5 —Y = 16m 5 + 20/n 3 + 5m, trong đó m — ( a — - nên ta đặt X — pm, 

2 Va 5 / 2 Va/ 


thay vào phương trình đã cho ta được 

p 5 m 5 + 10p 3 m 3 + 20 pm — 18 = 0 

Ta tìm p thoả mãn điền kiện 

g = Ị^ = 20p ^ = ^ 

16 20 5 16 2 


Vậy ta có phép đặt X — y/2 (a -) 

V aj 


Ví dụ 14. Từ đồng nhất thức - (a 5 H——^ = 16m 5 — 20m 3 + 5 m, trong đó m = - (a H— 

Á 

Lấy m — X ta được 

1/1 

D « 5 + 1 I = 16a: 0 — 2ữx ó + 5x 


Lấy - (.a 5 + — ) = —7 ta được phương trình 


16a; 5 — 20a; 3 + 5x + 7 = 0 


Từ phương trình này ta được phương trình 

(x - l)(16x 5 - 20a: 3 + 5x + 7) = 0 

Vậy ta có bài toán sau. 

Bài 16 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2008). Giải phương trình 

_ 16a: 6 - 16a; 5 - 2Qq; 4 + 2Qq; 3 + 5x 2 + 2o: - 7 = 0. _(1) 

Giải 


Ta có 

X = 1 

16íc 5 - 20x 3 + 5x = -7 (2) 

Tiếp theo ta giải phương trình (2). 

• Nến |x| ^ 1 thì đặt X — cos t, với t G [0; 7ĩ]. Thay vào (2) ta được 

6 cos 5 í — 20 cos 3 1 + 5 cos t = —7 -v^ cos 5 1 = —7 (vô nghiệm). 


(1)^ 


X = 1 

16a; 5 — 20a: 3 + 5x + 7 = 0 




• Nến |a:| > 1 thì xét phương trình 



•v^> a 2 — 2xa + 1 = 0 <^> 


a = X + \/x 2 — 1 
a = X — y/x 2 — ĩ. 
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Vậy nếu đặt a — X + y/x 2 — 1 thì X — - (a 4— ]. Ta 

2 V aj 


cố 


16ar = 16 


20 x d = 20 


— ( CL H- 


1 fz , c _3 , , 10 5 , 1 

— “ ( ^ + 5 CL + 10 d -ị -1—— -ị —— 

2 V a a 3 a 5 


— I Ci H- 


“I 3 


5 


— õ ( 0 "b 3ữ -ị -1—— ; 5x — — Ị ữ -ị — 


a a. c 


5 


1 


Suy ra 16x 5 — 20x 3 + 5x = ^(a 5 +— ). Thay vào (2) được 

2 V a 5 J 

^a 5 + -1^ = —7 <í+ (a 5 ) 2 + 14a 5 + 1 = 0 

„5 _ _7 _ , /70 [ „ — 7 /_ 7 _ , TÃữ 


1 

2 




= -7- Ư48 
a 5 = —7 + a/48 




a = V-7-VĨ8 
a = ự-7 + Ữ48. 


Do (—7 — v / 48)(— 7 + Ư48) = 1 nên (2) có nghiệm duy nhất 


1 

x ~ 2 


(j/-7- VƯ8 + \j-7+ Ưrộ . 


Nghiệm của (1) là X — 1, x — ^ ^ \/—7 — Ã/48 + \/—7 + vưịộ . □ 

© Nhận xét: Khi giải phương trình, hãy nhẩm những nghiệm “đẹp” của phương trình bất cứ 
lúc nào có thể. 


SÁNG TÁC MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH ĐANG cấp Đối với hai BlỂư 
THỨC 


Ta biết rằng nếu một phương trình đẳng Cấp bậc k đối với hai biểu thức p(x) và Q(x) thì được 

p(x') Qíx') 

giải bằng cách chia cả hai vế cho [P(x)] k (hoặc [G(a;)] fc ), sau đó đặt t = n ) . (hoặc t — y+ ), 

yXJ 1 yX J 

đưa về phương trình đa thức bậc k theo t. Vận dụng điều này ta có một phương pháp đơn giản 
để tạo ra nhiều phương trình thú vị. 


Ví dụ 15. Xét một phương trình bậc hai 


7 1 2 + 13í - 2 = 0. 


Lấy t — 


X — 1 

X 2 + X + 1 


ta được 


7. 


( X — 1 \ 2 . ^ X — 1 

( —7-=— ) + 13. - Tị. -—T 

\ X 2 + X + 1 / X 2 + X + 1 


-2 = 0 . 


Qưy đồng bỏ mẫu ta được bài toán sau 
Bài 17 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2009). Giải phương trình 

_ 2(x 2 + X + l) 2 - 7(x - l) 2 = 13Ự 3 - 1). 


Giải 
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Tập xác định M. Do X 2 + X + 1 > 0 nên chia cả hai vế phương trình cho (x 2 + X + l) 2 > 0 ta 
được 


2-7.1 -*- 1 _ V = 13. I - 1 


X 2 + X + 1 


X 2 + X + 1 


Đặt t — . Khi đó 

X 2 + X + 1 


2-7í 2 = 13í ^ 7í 2 + 13t - 2 = 0 <=> 


• Khi t — —2 ta được 


X — 1 


X 2 + X + 1 


= -2 2a: + 3x + 1 = 0 


t = -2 
1 

t “ 7' 


X — — 1 
1 

x - — 2’ 


• Khi t = ^ ta được 

7 


X — 1 1 9 

= - <3- X — 6a; + 8 = 0<t» 


X 2 + X + 1 7 


X = 2 
X = 4. 


Phương trình đã cho có bốn nghiệm X = — 1, X — — X — 2, X — A. □ 

© Nhận xét: Phương trình này có nhiều hơn một nghiệm, và các nghiệm của phương trình này 
đều là số nguyên và số hữu tỉ, do đó ta có thể giải nhanh chóng bằng cách khai triển đưa về 
phương trình bậc bốn, sau đó nhẩm nghiệm, đưa về phương trình tích. 

Ví dụ 16. Xét một phương trình bậc hai có nghiệm 

2 í 2 - 7t + 3 = 0. 


Lấy t — 


X + X + 1 

X — 1 


ta được 


2 L ±£± 1 - 7 ,/ ĩ !±£±1 + 3 = 0 . 


X — 1 


X — 1 


Qưy đồng bỏ mẫu ta được 

2{x 2 + X + 1) + 3(x — 1) = 7 a/ (x — l)(x 2 + X + ĩ). 


Ta có bài toán sau 

Bài 18 (Đề nghị OLYPIC 30/04/2007). Giải phương trình 

_2 x 2 + 5x-l = 7Vx 3 - 1. _(1) 

Giải 


Điền kiện X ^ 1. 


(1) 3(x — 1) + 2(x 2 + X + 1) = 7a /(x — l)(x 2 + X + ĩ). 


( 2 ) 
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Vì X — 1 không phải là nghiệm nên chia cả hai vế của (2) cho X — 1 > 0 ta được 

X 2 + X + 1 „ I X 2 + X + 1 


3 + 2- 


X — 1 


= 7i 


X — 1 


( 3 ) 


Đặt t — \l -——;— => X 2 + (1 — t 2 )x + 1 + t 2 = 0. Điều kiện của t là 


x — 1 


í + 0 

A* = í 4 - 6í 2 - 3 ^ 0 




t + ^/3 +-2V3. 


Phương trình (3) trở thành 2í 2 — 7í + 3 = 0 í G / 3 , 
Kết hợp với điều kiện của t ta được t = 3. Vậy 


IX 2 + X + 1 

X — 1 


= 3<tt>9x — 9 = a: 2 + a; + l<tt>a; 2 — 8x + 10 = 0<tt>a; = 4± a/Õ. 


Kết hợp với điều kiện ta được X = 4 ± v^õ là tất cả các nghiệm của phương trình (1). □ 

© Nhận xét: Gọi Q(x) = X — 1, p{x) = X 2 + X + 1. Mấu chốt của lời giải là phân tích vế trái 
của PT (1) thành 

VT = 2P(x) + 3Q(x). 

Tinh ý ta sẽ thấy 2 là hệ số của X 2 trong vế trái của (1). Cũng từ đó suy ra 3. Tuy nhiên dễ 
dàng tìm được các số 2 và 3 bằng phương pháp hệ số bất định 


2x 2 + 5x — 1 = p(x 2 + X + 1) + q(x — 1) 

-vt> 2 x 2 + hx — 1 — px 2 + (p + q)x + p — q. 

Đồng nhất hệ số ta được 

l + q= _ \ 9 = 3 . 

( p-q = ~ 1 ^ H 

Ví dụ 17. Xét X — 2. Khi đó 

(x 2 + 2x + 2) = 10, X + 1 = 3, 

30 2 + 2x + 2) - 8 (x + 1) = 6, 

(x + ĩ){x 2 + 2x + 2) = 30, 

(x + 1)(+ 2 + 2a; + 2) = x 3 + 3x 2 + 4x + 2. 


Vậy với X — 2 thì 


6 6 


3(x 2 + 2x + 2)~ 8(x + 1) = VãÕ.-^= = ~ 7 =v'x 3 + 3a; 2 + 4x + 2 


a/30 


Ta có bài toán sau 


Bài 19. Giải phương trình 


6 


3x 2 — 2x — 2 = —y=Vx 3 + 3x 2 + 4x + 2 
_ a/3Õ _ 
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Giải 

Điều kiện 

X 3 + 3x 2 + 4x + 2 ^ 0 (x + l)(x 2 + 2x + 2) X ^ —1. 
Phương trình đã cho viết lại 

3(x 2 + 2x + 2)'m 8(x + 1) = ~^=^/(x + l)(x 2 + 2x + 2). 
Dễ thấy X — —1 không là nghiệm của (1). 

Tiếp theo xét X 7 ^ —1. Chia cả hai vế của (1) cho X + 1 > 0 ta được 


( 1 ) 


X 2 + 2x + 2 
x +1 


6 X 2 + 2x + 2 


Vãõ V x + 1 


( 2 ) 


Đặt t = J x2 + 2x + 2 > 0. Khi đó 
x+1 


3t 2 - 8 = -4 =t 31 2 - %=t -8 = 0 ^ 3V3Õt 2 -6 1- 8^30 = 0 . 

V3Õ V3Õ 


(3) 


Nhận xét rằng t là nghiệm dương của phương trình (3), hay J—. Vậy 


lx2 + J 2 * + 2 = J l 4^3x 2 + 6x + 6 = 10x + 10^ 
X • 1 V 3 


X — 2 

2 

X - 


Kết hợp với điền kiện ta thấy X — 2 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. □ 


Bài 20. Giải phương trình 


/0 

X 2 — 3x + 1 =- 7 ^-Vx 4 + X 2 + 1. 

_ Ổ _ 


( 1 ) 


Giải 


Tập xác định M. Vì 


X A + X 2 + 1 = (ar + 1)? — X 2 = (x 2 + X + l)(x — X + 1) 


nên 


/0 

(1) 2(x 2 — X + 1) — (x 2 + X + 1) = — (x 2 + X + l)(x 2 — X -\-1) 

ố 

x 2 -x-\-l , Vã X 2 — X + 1 

<=> 2— -- - 1 = --V-1 


X 2 + a; + 1 


3 V X 2 + I + 1 


Đặt í = 


ar — £ + 1 
X 2 + X + 1 


> 0. Khi đó 


/0 

2t 2 — 1 H——í = 0 -v=> 2\Í3i 2 + t — V3 = 0 -v=> 

o 


t = 


t = 


Vã, 


2^3 


(loại) 
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Vậy 


' X 2 — X + 1 
X 2 + X + 1 


1 „ , 

—7= 2x 2 — 4x-\-2 — 9^X — 1. 

Vã 


Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x — 1. □ 


Bài 21. Giải phương trình 2(x 2 — 3x + 2) = 3\/x 3 + 8 . 


Giải 

Điền kiện : X > —3. Phương trình tương đương 

2(x 2 -2x + 4)~ 2(x + 2) = 3^(x + 2)(x 2 -2x + 4) 


X + 2 

y»2-2.——ị-- = 3 


X 2 — 2x + 4 V X 2 — 2x + 4 


a; + 2 


X “I - 2 

Đặt t — \l — — 7 -—-—- ^ 0. Khi đó 
X 2 — 2x + 4 


2 - 2í 2 = 3t 4» 2í 2 + 3t - 2 = 0 4» 


1 

1 - 2 

t = — 2 (loại). 


Vậy 


X + 2 


= r«r- 62; — 4 = 0<t^ 


X = 3-VĨ3 
a; = 3 + \/Ĩ3. 


X 2 — 2x + 4 2 

Phvtơng trình đã cho có hai nghiệm X — 3 — y/Ĩ3 và X = 3 + \/Ĩ3. □ 
Bài 22 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2009). Giải phương trình 
_ Vx 2 + X — 6 + 3Vx — 1 — V3x 2 — 6x + 19 = 0. 


Giải 


X 2 + X — 6 ^ 0 


Điền kiện ị X — 1^0 <=> X ^ 2. Phương trình tương đương 

3x 2 — 6x + 19 ^ 0 

\J X 2 + X — 6 + 3\/a; — 1 = V3x 2 — 6x + 19 
<t4>a; 2 + X — 6 + 6a/ (x 2 + X — 6)(x — 1) + 9x — 9 = 3x 2 — 6x + 19 
■^3y/ (x — 2)(x + 3)(x — 1) = X 2 — 8x + 17 
•v^>3^/(x 2 + 2a: — 3)(x — 2) = (V + 2x - 3) - 10(x - 2) 

X 2 + 2x — 3 X 2 + 2x — 3 


y»3 


X — 2 


X — 2 


10 . 


(Do X — 2 không là nghiệm của (2)). Đặt t — 


X +2x — 3 
X — 2 


( 1 ) 

( 2 ) 


^ 0. Thay vào (2) ta được 


3í = í 2 - 10 4» í 2 - 3t - 10 = 0 


t = —2 (loại) 
t = 5. 
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X 2 + 2x — 3 „ 2 _ _ „ 23 ± y/3ĨĨ 

\ /-— 7 : = 5 X 2 — 23x + 47 = 0 X = ----. 

V x-2 2 

23 dz y/3Al 

Kết hợp với điều kiện ta thấy phương trình đã cho có hai nghiệm X — --V--. □ 

Bài 23. Giải phương trình 


" 4 + 2x 3 + 2x 2 — 2x + 1 = (x 3 + x) 


'l-x 2 


Do X 4 + 2x 3 + 2x 2 — 2x + l = x 2 (x + l ) 2 + (1 — x) 2 > 0, Va: G M nên nến X là nghiệm của (1) thì 

í I>0 

< I- X 2 ^ 0 < X < 1. 


Với điền kiện đó thì 

( 1 ) x 2 (x + l ) 2 + (1 — x) 2 — (x 2 + 1)\/(1 — a:)[a:(l + a:)]. ( 2 ) 

Đặt u — x{l + x), V = 1 — X (điền kiện u > 0, V > 0). Khi đó u + V — X 2 + 1. Vậy (2) trở thành 

u 2 + u 2 = (« + tO^^(y ) 2 + l = + (3) 

Vu/ \Vy/v vu/ 


Đặt t — . , thay vào (3) ta được 


t 4 + 1 = í 3 + t (t - 1 )(í 3 - 1 ) = 0 4* t = 1 . 


. Ị 1Ị 

Vậy —j= = 1 o u = V. Do đó 


a:(l + x) = l — x<=>x 2 + 2x — 1 = 0<=> 


Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = — 1 + y/2. □ 


= -1 + y /2 
= — 1 — \[2 (loại) 


Bài 24. Giải phương trình 


í hx 2 ^ỤĨÃx+~9 — Vx 2 — X — 20 = ỏựx + ĩ. 


Điền kiện 


5a ; 2 + 14x + 9 ^ 0 ( (x + l)(5z + 9) > 0 

X 2 — X — 20 ^ 0 ^ < (x + 4)(x — 5) ^ 0 v=> X ^ 5. 

a: + 1^0 I o; + 1 ^ 0 


Ta có 


(1) 4» V5x 2 + 14x + 9 = Vx 2 -X- 20 + 5y/x + ĩ 
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2x 2 — 5x + 2 = 5 y/(x + 4)(x — 5)(a; + 1) 

^2(x 2 -4a;-5) + 3(a: + 4) = 5 v / (ã^ 3 4^5)õẼT4). (2) 


Với điều kiện X ^ 5, chia cả hai vế của (2) cho X + 4 > 0 ta được 

X 2 — 4x — 5 „ _ / X 2 — 4x — 5 


2 ,- 


X + 4 


+ 3 = 5i 


X + 4 


(3) 


Đặt t — 


X 1 — 4x — 5 
X + 4 


^ 0, thay vào (3) ta được 


2t 2 - 5t + 3 = 0 «• 


í = 1 
3 

f - 2 


Khi ị — 1, ta có 


' X 2 — 4x — 5 
X + 4 


= 1 a; 2 — 5a; — 9 = 0 a; = 


5± Ư6 


Khi t = Ư ta có 
2 ’ 


ar — 4x — 5 3 


, , = Ư nghĩa là 

X + 4 2 


4(x 2 — 5a; — 5) = 9x + 36 4x 2 — 35x — 56 = 0 


X = 8 


X = -4- 


Kết hợp với điều kiện ta được các nghiệm của phương trình đã cho là X — 8, X — n 


XÂY DựNG PHƯƠNG TRÌNH TỪ CÁC ĐANG thức 


Xuất phát từ một đẳng thức nào đó, chúng ta có thể xây dựng lên các phương trình vô tỉ. 
Chẳng hạn từ hằng đẳng thức 


(ữ “f" 5 T c) — ữ 3 4“ b 3 “h T 3(a T &)(& T c)(c T ũ ) 

ta có 

(ữ -Ị- b T c) — ữ 3 -ị - Ư V Ư ^ (ữ “h “h c)(c -h ữ) — 0. 

Bằng cách chọn a, b, c sao cho (a + b + c) 3 = a 3 + ò 3 + c 3 ta xẽ tạo ra được phương trình vô tỉ 
chứa căn bậc ba. 


Ví dụ 18. Cho 

a — ựĩx + 1, b — — Ưa; 2 — X — 8, c = Ưa; 2 — 8x — 1 
thì ữ 3 + b 3 + c 3 = 8. Ta được bài toán sau 
Bài 25 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/1999). Giải phương trình 

_ \/7x + 1 - Ưa; 2 - X - 8 + Ưa; 2 - 8a; - 1 = 2. 
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Giải 


Tập xác định M. Đặt 


a — \fĩx + 1, b = — \Jx 2 — X — 8, c — \J X 2 — 8x — 1. 

Khi đó 

Ị a 3 + b 3 + c 3 = 8 (1) 

Ị a + b + c = 2 (2) 

Mặt khác ta có hằng đẳng thức 

(ữ T b T cỴ — ơ 3 -|- 6 3 + c 3 + 3(a T 6)(6 T c)(c T o). 
Thay (1), (2) vào (3) ta được 


(a + 6) (6 + c) (c + a) = 0 


a = —b 
b = —c 
c — —a. 


(3) 


Vậy 




7x + l = x 2 — X — 8 
a; 2 — X — 8 = X 2 — 8x — 1 

X 2 — 8x — 1 = — 7a; — 1 


X 2 — 8x — 9 = 0 
7x = 7 <=> 

X 2 — X = 0 


a; = —1 
a: = 9 

X = 1 
X — 0 . 


\j7x + 1 = 7/x 2 — X — 8 
\Jx 2 — X — 8 = v^ 2 — 82; — 1 
v^2 - 8.r - 1 = —\/7x + 1 


Thay các giá trị —1,0,1,9 vào phương trình đã cho thấy thoả mãn. Vậy phương trình có tập 
nghiệm s = { — 1; 0; 1; 9}. □ 


Ví dụ 19. Cho 

a = \/3x 2 -x + 2001, b = -^3x 2 - 7x + 2002, c = -ỷôx - 2003 

thì a 3 + ò 3 + c 3 = 2002. Ta được bài toán san 
Bài 26. Giải phương trình 

_ \/Ml - X + 2ÕÕI - \/Ml - 7x + 2002 - \/6x - 2003 - ^2002. 

Giải 


Đặt 

a = \/3x 2 -x + 2001, b = -\/3x 2 - 7x + 2002, c = -^6x- 2003. 


Khi đó 


(ữ- + ò + c) — ứ 3 + ò 3 + c 3 ^=7* (ữ H“ 6) (6 -b c)(c H- ữ) — 0. 
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Việc giải phương trình đã cho được qưy về giải 


-x + 2001 = j/3x 2 - 7x + 2002 
\/3x 2 - 7x + 2002 = -^ 62 ;- 2003 
ỳõx - 2003 = \J‘3x Ằ -x + 2001 . 




X — 

X = 


1 

6 

1 ± v^Ĩ3 
6 


Vậy phương trình có tập nghiệm s — 


1 lẺ^HỊ.o 

6’ 6 J 


Ví dụ 20. Cho 

a = AỵĨ945ãTTĨ975, b = ặẽõx + 15, c = ^15 - X 
thì a 3 + b 3 + c 3 = 2004x + 2005. Ta được bài toán sau 
Bài 27. Giải phương trình 

_ ^ 19453 ; + 1975 + V60X + 15 + 15 - X - vjÕj + 2005 = 0. 

Giải 


Tập xác định M. Đặt 

a — \/Ĩ945ãTTT975, b — ^õõx + 15, c — \/l5 — X. 


Khi đó a 3 + b 3 + c 3 = 2004;c + 2005. Thay vào PT đã cho ta được 


a + b + c — \fa 3 + b 3 + c 3 = 0 <^>a + ò + c= \/ a 3 + ò 3 + c 3 

<Ễ=> (a + b + c) 3 = a 3 + ò 3 + c 3 


Mặt khác ta có hằng đẳng thức 

(ữ T b T cỴ — Q 3 T ò 3 + c 3 + 3(a T 6)(6 T c)(c T ữ). 


( 1 ) 

( 2 ) 


Từ (1) và (2) suy ra 


(a + 6 ) (6 + c) (c + o) = 0 <^ 



c — —a. 


Vậy 


1945X + 1975 = - 6 O 2 : - 15 
6 O 2 ; + 15 = X - 15 
15 -x = -(1945X + 1975) 




X — 


X — 


X — 


Vậy phương trình có ba nghiệm X — 


1990 _ 30 

2005’ X -~59’ x ~ 


1990 

w 

5890 

1944' 
1990 


1944 


□ 


Ví dụ 21. Cho a — y/3x + ĩ, b = v^5 — X, c — \/2x — 9 thì a 3 + b 3 + c 3 = 4x — 3. Ta được bài 
toán san 

Bài 28. Giải phương trình 

_ x/3x + 1 + - X + y/Mm - ẾM. -3 = 0. _ 
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Ví dụ 22. Từ hằng đẳng thức 

a 3 + b 3 — ab(a + b) — (a + b)(a — b) 2 , 
lấy a — \/x + 1, b = — \/x + 2. Khi đó 

a 3 + b 3 — ab(a + b) 

—X + 1 — X — 2 + vư 2 + 3x + 2 + ĩ — y/X + 2^ 

= - 1 + ƯƯ + 3a; + 2 + 1 - \fx + Ỷj . 

Bằng cách cho a 3 + b 3 — ab(a + b) — 0 ta được bài toán sau: 

Bài 29. Giải phương trình 

_ vg + 3o; + 2 (ýx + 1 - ýx + 2 ) = 1. 

Giải 


Tập xác định M. Phương trình viết lại 

{x + 1) + (x - 2) + \JX 1 + 3x + 2 (\/x + 1 - \/x + 2 ) = 0. 
Đặt a — \/x + 1, b — —\/x + 2. Thay vào (*) ta được 


a 3 + b 3 — ab(a + b) = 0 (a + b)(a — b) 2 = 0 


a — b 
a — —b. 


Vậy 


ỷx +1 = —yfx + 2 

ƯƯ+Ĩ = ^+2 




X + 1 = —X — 2 

Ox = 1 (v) 


<=> x — 


Thử lại ta thấy X = — ^ là, nghiệm duy nhất của phương trình. □ 


(*) 


XÂY DựNG PHƯƠNG TRÌNH TỪ CÁC HỆ Đối XỨNG LOẠI II 


Xét hệ phương trình 


Từ (2) suy ra 


Thay vào (1) ta được 


(i ax + /3) 2 = ay + b (1) 
(ay + Ị3ý — ax + b (2) 


ay + f3 = \J ax + b 
ay + /3 = —\/ax + b 


/ . _ aVax + b aỊ3 

(ax + p) — --—-- — + b (★) 

a _ OL 

/ _ , _ -ay/ax + b aỊ3 

(ax + p) — --- : —ho. 

a a 


y 

y 


vax + b p 

a _ OL 

\Jax-\-b /3 

rv r\ì 




322 


Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Đến đây bằng cách chọn a, (3, a, b ta sẽ xây dựng được các phương trình vô tỉ. Cách giải các 
phương trình dạng này là đặt ay + /3 = \/ ax + b (hoặc — y/ax + b) để đưa về hệ đối xứng loại 
II ở trên đã biết cách giải. Bây giờ ta sẽ đi xây dựng một số phương trình dạng này 


Ví dụ 23. Cho a = 3, /3 = 2, a = 3, 6 = 8 thay vào (★) ta được 

(3x + 2) 2 = V3X + 8 + 6. 

Ta có bài toán saư 


Bài 30. Giải phương trình 


9x 2 + 12x — 2 = ự3x + 8. 


Giải 


Điều kiện X ^ Phương trình viết lại 


(3x + 2) 2 - 6 = V3x + 8. 

Đặt 3y + 2 = y/3x + 8, suy ra (3 y + 2) 2 = 3x + 8. Kết hợp với (1) ta có hệ 

(3x + 2) 2 = 3y + 8 (2) 

(3y + 2) 2 = 3x + 8. (3) 

8 8 

Để x,y thoả mãn (1) và (2) thì X ^ - và y ^ — Tị. Lấy (2) trừ (3) ta được 

3(x — y)(3x + 3y + 4) = 3 (y — x) (x — y)(3x + 3y + 5) = 0 




x — y — 0 


3x + 3y + 5 = 0 
Với y — X, thay vào (2) ta được 




y = x 

3 y = -(3x + 5). 


(3x + 2) 2 = 3x + 8 9x 2 + 9x — 4 = 0 <!=> 

Với y — —{3x + 5), thay vào (2) ta được 

(3x + 2) 2 = —3x + 3 9x 2 + 13x + 1 = 0 


x — ^ (nhận) 
3 4 

X = — ^ (loại), 
o 


. —5 + \/2Ĩ „ 

X — -—— - (loại) 

6 

X = — — (nhận). 

6 


^ 1 s -5 - y/2Ĩ 

Các nghiệm của phương trình đã cho là X — - và X = -—— . □ 

3 6 

13 

Ví dụ 24. Cho a — 1, /3 = 1, a= 2 ’ b = 2 thay vào (^) ta được 


(x + lf=^ịV-\ + \*2( X+ lý=Jụị + 2. 


( 1 ) 


Ta có bài toán sau 
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Bài 31. Giải phương trình 2x 2 + Ax — 


Ix + 3 


Ví dụ 25. Cho a = 2, /3 = —1, a — 8000, b — 1 thay vào (★) ta được 

(2x - l) 2 = 4000v / 8ÕÕÕãT+T + 4001 

Ta có bài toán sau 


Bài 32. Giải phương trình 


X 2 - X - 1000^80003: + 1 = 1000 


Sau đây là một cách xây dựng hệ khác: 

Nếu xét hệ 

Ị (ax + /5) 3 — ay + b 
Ị (ay + /3) 3 = ax + b. 

Từ phương trình dưới ta được 

, a _ y / , T ^ .. _ \/ax + b /3 

ay + p = vai + 0 -v^ y =---—. 

a a 

Thay vào phương trình trên của hệ : 

( ax + l3f = a ^ ĨTl - gg + b. 

a a 

Ví dụ 26. Chọn a — 1, Ị3 — 1, a — 3, b — 5, ta được 

(x + l) 3 = 3ỷ3x + 5 + 2. 


Ta có bài toán sau 

Bài 33 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2009). Giải phương trình 

_ X 3 + 3a; 2 — 3y^x + 5 = 1 — 3o;. 

Giải 


Tập xác định M. Phương trình đã cho tương đương 

(x + l) 3 = 3^3x + 5 + 2. (1) 

Đặt y + 1 = \/3x + 5. Ta có hệ 

Ị (x + l) 3 = 3y + 5 (1) 

I (y + l) 3 = 3x + 5 (2) 

Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 


(x + l) 3 - (y + l) 3 = -3(x - y) 

<^(x - y)[(x + l) 2 + (x + 1 )(y + 1) + (y + l) 2 + 3] = 0 
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X — y (do (x + l ) 2 + (x + l)(y + 1) + (y + l ) 2 ^ o) . 


Thay vào (1) ta được 


(x + l) 3 = 3x + 5 X 3 + 3x 2 — 4 = 0 


x — 1 
X — —2. 


Phương trình đã cho có hai nghiệm là X — 1 và X — —2. □ 


Ví dụ 27. Cho a — 2, ộ — 0, a — 4004, b = —2001 ta được 

(2 xf = 2002^4004a; - 2001 - 2001. 

Ta có bài toán sau 

~~- Tgx 3 + 2001 \ 3 

Bài 34. Giải phương trình ( — ' ' ) = 4004x — 2001. 

_ 6 _ V 2002 ) _ 

Xây dựng phương trình vô tỉ dựa vào tính đơn điệu của hàm số. 

Dựa vào kết quả “Nếu hàm số y = f(x) đơn điệu thì f(x) — f(y) -v^ X = y" ta có thể xây dựng 
được nhiều phương trình, hệ phương trình. 


Ví dụ 28. Xét hàm số /(í) — t 3 +1 đồng biến trên M. Cho f(x + 1) = f(-^7x 2 + 9x — 4) ta 
được 

2(x + l) 3 + (x + l) 2 + 1 = 2(3x - l)V3x~l + 3X-1 + 1. 

Ta được bài toán san 
Bài 35. Giải phương trình 

_ X 3 — 4x 2 — 5x + 6 = \Jlx 2 + 9x — 4. _ 

Giải 


Tập xác định M. Đặt y — \/7x 2 + 9x — 4. Ta có hệ 

{ X 3 — Ax 2 — 5x + 6 = y (1) 

7x 2 + 9x - 4 = y 3 (2) 

Cộng (1) và (2) theo vế ta được 

X 3 + 3x 2 + 4x + 2 = y 3 + y (x + l) 3 + (x + 1) = y 3 + y. (3) 

Xét hàm số f(t) = í 3 + 1. Vì /'(£) = 3í 2 + 1 > 0, Ví G M nên hàm số / đồng biến trên M. Do đó 
(3) viết lại 

f(x + l) = f(y ) &x + l = y. 


Bởi vậy 


\/7x 2 + 9x — 4 = X + 1 7x 2 + 9x — 4 = (x + l) 3 
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X = 5 


X 3 — Ax 2 — 6x + 5 = 0 (x — 5) (x 2 + X — 1) 


-1 ± ựỏ 


1 I 

Kết luận: Phương trình có tập nghiệm s = {5;--—}. □ 


Ví dụ 29. Xét hàm số /(í) = i 3 + 2t đồng biến trên M. Cho 


/ ^v^—ãrM-^ã^-ljãr+Trj = f(x — 1). 


ta được 


X 3 + 9x 2 - 19x + 11 + 2</-x 3 + 9x 2 - 19x + 11 = (x - l) 3 + 2(x - 1). 


Khai triển và rút gọn ta được bài toán sau 
Bài 36 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2009). Giải phương trình 

_ X 3 — 6x 2 + 12x — 7 = \^x 3 + 9x 2 — 19x + lĩ. 

Giải 

Đặt y = v^—x^+~9x^-Ĩ9x~+n. Ta có hệ 


y 3 — —X 3 + 9x 2 — 19x + 11 ị y 3 — —X 3 + 9x 2 — 19x + 11 

y — X 3 — 6x 2 + 12x — 7 \ 2y — 2x 3 — 12x 2 + 2Ax — 14 


Cộng hai phương trình với nhau ta được 

y 3 + 2y = X 3 — 3x 2 + 5x — 3 <+ y 3 + 2y = (x — l) 3 + 2(x — 1). 


Xét hàm số /(í) = í 3 + 2 1. Với mọi tị Ỷ Í 2 ) ta có 


/(G) - f(t 2 ) 

íl — to 


= iị + ht 2 + tị + 2 = (tì + + 3 ậ + 2>0 


Vậy hàm số /(í) đồng biến trên M. Do đó 

(*) ^ f(y) = f(x - 1) & y = X - 1 
<+ \/—x 3 + 9x 2 — 19x + ĩĩ — X — 1 

— X 3 + 9x 2 — 19x + 11 = X 3 — 3x 2 + 3x — 1 
<+■ X 3 — 6x 2 + llx — 6 = 0 o X e {1, 2, 3} . 

Phương trình đã cho có ba nghiệm X — 1, X — 2, X — 3. □ 


Ví dụ 30. Xét hàm số /(í) = 2t 3 + t 2 + 1 đơn điệu trên [0; +oo). Cho 


ta được 


f(x+l) = f (V3x - l) 


2{x + l) 3 + (x + l) 2 + 1 = 2(3x - l)y/3x - 1 + 3x - 1 + 1. 


Ta được bài toán san 
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Bài 37. Giải phương trình 

_ 2x 3 + 7x 2 + 5x + 4 = 2(3x — l)V3x — 1. 


Giải 


Điền kiện X ^ Đặt y — y/3x — 1, y ^ 0. Ta có hệ 

ó 


2x 3 + 7x 2 + 5x + 4 = 2í/ 3 
3a: — 1 = y 2 . 


Cộng theo vế hai phương trình trên ta được 


2x 3 + 7x 2 + 8x + 3 = 2 y 3 + y 2 <=? 2(x + l) 3 + (x + l) 2 = 2 y 3 + y 2 . 


(*) 


Xét hàm số /(í) = 2í 3 + í 2 . Vì f(t) = 6t 2 + 2t ^ 0, Ví ^ 0 nên hàm số / đồng biến trên [0; +oo). 
Do đó 


(*) ^ f(x + 1) = f(y) Ox + l = yOx + l = V3x — 1 



( 

í 

_ 


X + 1 ^ 0 


r 

a; = 0 

^ ị 

, , < 


X = 0 



3x + 1 = X 2 + 2x + 1 



X = 1 


k 

s. 

X — 1 



Kết hợp với điền kiện ta được X = 1 là, nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. □ 


Ví dụ 31. Xét hàm số /(í) — t 3 + t đơn điện trên M. Nến cho /( 2x) — f(^6x + 1) thì được 

8x 3 + 2x = 6x + 1 + \/6x + 1 ■ộ r 6x~+ĩ — 8x 3 — 4x — 1. 

Ta được bài toán san 

Bài 38. Giải phương trình \/6x + 1 = 8x 3 — 4x — 1. 

Ví dụ 32. Xét hàm số f(t) = t (l + \A 2 + 2). Ta có 

+2 

f'(t) = 1 + Vt 2 + 2 + . >0 ,VteR. 

Vậy hàm số /(í) = t (l + y/t 2 + 2) đồng biến trên M. Cho f(2x + 3) = f(—3x) ta được 

(2x + 3) (l + \/4x 2 + 12x + ll) = -3x (l + V9x 2 + 2 ) . 

Ta có bài toán 
Bài 39. Giải phương trình 

_ (2x + 3)V4x 2 + 12a; + 11 + 3a (1 + V9x 2 + 2 ) = —5or - 3._ 
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Ví dụ 33. Xét hàm số đồng biến trên khoảng (0; +oo) là 

f(t) — log 2 1 — ‘21 — t 2 , Ví > 0. 

Cho / (VĨ+2) = / ^2 + — ^ ta được 


log 2 \J X + 2 — 2\/ X + 2 + X + 2 — log 2 ( 2 H— ] — 2 [ 2 H— ] + ( 2 H— ] 

\ X J \ X J \ X J 

1, , , . , „ , 2x + 1 , / . 1\ 2 . „ ,—— 

«4- ^ log 2 (a: + 2) + X + 3 = log 2 —— -f ( 1 + 2- ] + 2 \Jx + 2. 

^ X \ X / 


Ta có bài toán sau 


Bài 40. Giải phương trình 


X 2x +1 { 1 \ 

7 - log 2 (a; + 2) + a; + 3 = log 2 ——-h 1 + - + 2y/x + 2. 

2 X \ X / 


Giải 


Điều kiện 


X e (—2; +oo) 

xe (-oe;-hu (ũ;+00) 


'2; — - ) u (0; +00) . 


Khi đó phương trình viết lại 


log 2 \J X + 2 — 2\/ X + 2 + X + 2 — log 2 ( 2 H— ] — 2 [ 2 H — ] + ( 2 -ị — ] 

\ X J \ X J \ X J 


Xét hàm số f(t) — log 2 1 — 2t + t 2 , Ví > 0. Ta có 


f'(t ) = -Ạ- + 2t - 2 ^ 2\-Ậ-.2t -2 = 2\ Ậ- - 2 > 0 

J w t. In 2 V í. In 2 V ln 2 

Vậy hàm số /(í) đồng biến trên khoảng (0; +oo), do đó 

(1) "vv- / (VĨ+2) = / ^2 +—^ -v^ \fx + 2 = 2 + —. 

Với điều kiện X G ^—2; — u (0; +oo), bình phương hai vế phương trình (2) ta được 


4 1 

x + 2 — A+- + ^-^x 3 — 2x 2 — ẩx — 1 = 0 

X X 2 


X — —1 

3 ± \/Ĩ3 


X — 


( 1 ) 


( 2 ) 


3 -Ị - a/Ĩ3 

Kết hợp với điều kiện, ta thấy PT đã cho có hai nghiệm X = — 1 và X = - 2-—□ 
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Xây dựng phương trình vô tỉ dựa vào các phương trình lượng giác. 

Từ một phương trình lượng giác đơn giản nào đó, kết hợp với các phép biến đổi lượng giác thì 
sẽ tìm ra các phương trình vô tỉ hay. Từ một phương trình lượng giác đơn giản nào đó, kết hợp 
với các phép biến đổi lượng giác thì sẽ tìm ra các phương trình vô tỉ hay. 

Ví dụ 34. Từ phương trình cos3í = cos^, với t e [ 0 ; 7 r], ta thấy phương trình này tương 
đương với 8 cos 3 1 — 6 cos t — \/2(1 + cos t). Đặt X = 2 cos t ta được bài toán san. 

Bài 41 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2006). Giải phương trình 

_ X 3 — 3x = \Jx + 2. _ (1) 

Giải 


Điều kiện X ^ —2. Nến X > 2 thì 


X 3 — 3x = X + x(x 2 — 4) > X > \Í2x — y/x + X > \J X + 2. 


Vậy X > 2 không thoả mãn (1), do đó để giải phương trình (1), chỉ cần xét —2 ^ X ^ 2. Khi 
đó đặt X = 2 cos t, điền kiện t G [0; 7 r]. Thay vào (1) ta được 


8 cos 3 1 — 6 cos t = a/2 (1 + cos t) •*=> 4 cos 3 1 — 3 cos t 


-v=> cos 3í = cos ^ 


3 1 — - + k2ir 

2 í . _ ^ 

3t = — ^ + k2ĩĩ 


t — 


t — 


kấ7ĩ 

5 

M 7T 


cos 2 
(k e Z) 


Do t G [0; 7 r] nên chỉ lấy các nghiệm t = 0, t = 


4tt 47T 

X = 2, X = 2 cos —, X = 2 cos —. □ 
5 7 



4-7T 

T' 


Phương trình đã cho có ba nghiệm 


Ví dụ 35. Từ phương trình cos3í = sin í, với t G [0; 7 r], ta thấy phương trình này tương đương 
với 4 cos 3 1 — 3 cos t — y/1 — cos 2 1. Đặt X — cos t ta được bài toán sau: 

Bài 42 (Đề nghị Olympic 30/04/2003-toán 10). Giải phương trình 

_ 4o ; 3 — 3x = Vl — X 2 . _ 

Nếu thay X bởi X — 1 ta được bài toán khó hơn: 


Bài 43. Giải phương trình ịx 3 — 12x 2 + 9x — 1 = \/2x — X 2 . 

Ví dụ 36. Từ phương trình sin3í = cosí,với t G [0; 7 r], ta thấy phương trình này tương đương 
với 

3 sin t — 4 sin 3 1 — cos X sin í (3 — 4 sin 2 í) = cos t 

-v»\/ĩ — cos 2 1 (4cos 2 1 — ì) = cos t Vl — cos 2 1 — - -—--. 

v ’ 4 cos 2 1 - 1 


Lấy X — cos t ta được bài toán sau. 
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Bài 44. Giải phương trình y/1 — X 2 — 


4x 2 — 1 


Giải 


Từ điền kiện |x| ^ 1, X 7 ^ - và X Ỷ — 2 > ta đặt 


r 1 . 7T . 2tT 

x = cost, t G [0; vrj , X Ỷ 3 , X Ỷ y 


Thay vào phương trình đã cho ta được 

. / 1 _ „„„2 7 _ cost 
V1 — cos^ t — 


^44 \/l — cos 2 1 (4 cos 2 1 — l) = cos t 
4 cos 2 1 -1 v ; 

sin í (4 — 4 sin 2 í — l) = cos t <=> sin t (3 — 4 sin 2 1 ) = cos t 
<t^3 sin t — 4 sin 3 1 = cos X 44 sin 3í = cos t 44 sin 3í = sin — t j 


3 í = — — í + Ẵ;27T 
3t — 7Ĩ 


ĩĩ kĩĩ 

1 = ị + " 2 “ (jfe G Z).D 

í = -7 + kít 

4 


(2 ■ 0 + 

Trên đoạn [0; 7 r], ta nhận được các nghiệm tị = —, t 2 = —, Í 3 = —. Nghiệm của phương trình 


. 1V 7T ÕTT 7T 

đã cho là cos —, cos —, cos —. □ 
8’ 8 ’ 4 


Ví dụ 37. Ta có sin 5o; = 16 sin 5 a — 20 sin 3 a + 5 sin a. Xét sin 5 1 — cos í,với t G [0; 7r], ta thấy 
phương trình này tương đương với 

16 sin 5 1 — 20 sin 3 1 + 5 sin t — cos t 
44 sin t (16 sin 4 í — 20 sin 2 1 + 5 ) = cos t 
44 sin t 


16 (1 — cos 2 í) 2 — 20 (1 — cos 2 1) + 5 
'l 6 cos 4 í 

V 

44 \/1 — cos 2 í = 


= cosí 


44 sin í (16 cos 4 í — 12 cos 2 t + 1 ) = cos t 

cos t 


16 cos 4 1 — 12 cos 2 í + 1 


Lấy X = cosí ta được bài toán san. 


X 


Bài 45. Giải phương trình \/l — X 2 = 


16x 4 - 12x 2 + 1 


Giải 

Từ điền kiện |x| ^ 1 và 16x 4 — 12x 2 + 1^0, ta đặt 

X = cos t, t e [0; 7r] , 16 cos 4 í — 12 cos 2 1 + 1 7 ^ 0. 


Thay vào phương trình đã cho ta được 

Vl — cos 2 1 = 


cos t 


16 cos 4 í — 12 cos 2 1 + 1 
44 sin í (16 cos 4 í — 12 cos 2 1 + 1 ) = cos t 
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-v=> sin t 


16 (l — sin 2 í ) 2 — 12 (l — sin 2 i) + 1 


= cos t 


sin t (16 sin 4 í — 20 sin 2 1 + 5) = cos t 
43-16 sin 5 í — 20 sin 3 1 + 5 sin t — cos t 44 sin 5 1 — cos t 


. „ , . , 7T 

44 sin 5í = sin ( — — t ) 44 


7T klĩ 

[ = _¥ + J ( fceZ >- D 

t ~s + Y 


Ví dụ 38. Xét sinõí = cos3í,với t G [0; 7 r], phương trình này tương đương với 


16 sin 5 í — 20 sin 3 1 + 5 sin t — cos 3 1 
44 sin í (16 sin 4 í — 20 sin 2 t + 5) =4 cos 3 1 — 3 cos t 
44 sin í Ĩl 6 (l — cos 2 í ) 2 — 20 (l — cos 2 í) + 5 


= 4 cos 3 í — 3 cos t 


44 sin t (16 cos 4 í — 12 cos 2 1 + l) =4 cos 3 í — 3 cos t 
44\/ĩ — cos 2 1 (16 cos 4 1 — 12 cos 2 1 + l) =4 cos 3 1 — 3 cos t. 


Lấy X = cosí ta được bài toán sau. 


Bài 46. Giải phương trình y/1 — X 2 (16x 4 — 12x 2 + 1) = Ax 3 — 3x. 

Giải 


Từ điều kiện |x| ^ 1, ta đặt X — cos t, t e [0; lĩ}. Thay vào phương trình đã cho ta được 

Vl — cos 2 1 (16 cos 4 1 — 12 cos 2 1 + l) =4 cos 3 1 — 3 cos t 
''~ 2 1 ) 2 — 12 (l — sin 2 1) + 1 


44 sin t 


16 (l 


S1Ĩ1 


= cos 3í 


44 sin í (16 sin 4 1 — 20 sin 2 1 + 5) = cos 3 1 

4416 sin 5 í — 20 sin 3 1 + 5 sin t — cos 3 1 44 sin 5 1 — cos 3 1 


, 7T „ . 

44 sin 5 1 — sin ( — — 3t) 44 


7 r . kn 

t — ~r~ + - 7 - 

16 4 (ke Z).D 

t = -y + kĩT 

4 


Ví dụ 39. Từ sin ^3í — —j = sin (t + — với t e [0; 7 r], ta có 


sin 3t — cos 3í = sin t + cos t 
443 sin t — 4 sin 3 1 — 4 cos 3 1 + 3 cos t — sin t + cos t 
442 cos í + 3 sin t — 4 sin 3 t — 4 cos 3 1 + sin í 
442 cos t + sin t (3 — 4 sin 2 í) = 4 cos 3 í + sin t 
442 cos í + sin t (4 cos 2 1 — 1 ) =4 cos 3 1 + sin t 
442 cos t + \/l — cos 2 1 (4 cos 2 1 — 1 ) =4 cos 3 í + Vl — cos 2 1. 

Lấy X — cos t ta được bài toán sau. 

Bài 47. Giải phương trình 2x + (4x 2 — 1)\/1 — X 2 — 4x 3 + y/1 — X 2 . 


Giải 
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Từ điều kiện |x| ^ 1, ta đặt X — cos t, t G [0; 7f]. Thay vào phương trình đã cho ta được 

2 cos t + (4 cos 2 1 — l) Vl — cos 2 t — 4 cos 3 1 + Vl — cos 2 1 
•v^>2 cos t + (4 cos 2 1 — l) sin t = 4 cos 3 1 + sin t 
sin t (4 cos 2 1 — 2) =4 cos 3 1 — 2 cos í 
44- sin í (2 cos 2 t — l) = cos t (2 cos 2 1 — l) 


(2 cos 2 t — l) (sin í — cos t) = 0 


cos 2t = 0 
sin í = cosí 


r 7T . , r , ĨT 

2 í = - + /cvr í = 7 + 77 Tĩ klĩ 

^ 2 ^ ề .2 = 7 + 7P■ 

tan í = 1 í = -7 + /C 7 T 4 2 

L L 4 


Bài 48. Giải bất phương trình y/1 + X + \/l — X ^ 2 — . 


Điều kiện — 1 ^ X ^ 1. Đặt X — cosa, a G [0; 7r]. Thay vào (1) ta được 


'1 + cos a + V1 — cos a ^ 2 


cos 2 a 


, „ /a; 7T\ 0 . 2 /a 97r\ 

<t ^2 cos — — -7 ^ 2 — sin — — -Ị cos — — -7 

\2 4/ V 2 4/ V 2 4/ 

^ 2 cos(f - y ^ 2-1 -cos (I- y] cos (I - y 

ttcos ( 24 )" 008 ( 2 - 4 )- 2cos (|- 5 )+ 2 S *0 

r (OL 7Ĩ\ I 2 r 9 /a 7T\ /a 7Ĩ\ 1 _ „ 

^ [ cos (2 ■ 4 ) ■[ cos (2 ■ 4 ) +2cos (2 ■ 4 ) +2 ] ^°- (2; 

Vì (2) luôn đúng với mọi a G [0; 7ĩ] nên nghiệm của (1) là — 1 ^ X ^ 1. 

Sử dụng căn bậc n của số phức để sáng tạo và giải hệ phương trình. 

Cho số phức z — r (cos íf + ỉ sin (f ), r > 0. Khi đó các căn bậc n của z là 

/ ư) + 2kn . . ự} + 2/c7t\ , „ _ „ 

z k — \/ĩ ( cos r -h ỉ sin — — ) , k — 0,1, 2,..., n — 1. 

\ n n J 

• Các căn bậc hai của số phức z — r (cos If + i sin (p), r > 0 là 

_ _ / <p , , . <p\ „ _ _ / <p . , . <p\ 

z 0 — V r (^cos 2 + i sin , Zị = -y/r Ị^cos ^ + ỉ sin . 

• Các căn bậc ba của số phức z — r (cos íf + i sin (p), r > 0 là 

_ _ 3 /- / <p , . . 

^0 = V ' r ựos 7 ^ + i sin J J , 

_ 3 /^ {+ 2n ip + 2ĩĩ\ 

Zi — Ợr 1 cos —--1- i sin —-— 1 , 

^ _ 3 f- (^ V + ịn , . 0 . <p + 4tt\ 

^2 = V' r 1 cos —--h ĩ sin —-- 1 . 
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Một phương trình nghiệm phức f(z) — 0, với z = X + iy, ta biến đổi thành 

, . , . . . „ ị h(x, y) = 0 

hịx, y ) + ig(x,y) = 0 45 ị Ỵ 

[ g(x,y) = 0. 

Nghĩa là một phương trình nghiệm phức, bằng cách tách phần thực và phần ảo luôn có thể 
đưa về hệ phương trình. 


1. Sáng tác các hệ phương trình bằng cách luỹ thừa ba một số phức cho trước 

Để tìm căn bậc ba của số phức 1 + i, ta tìm số phức z = X + iy, X G M, y G M sao cho 


(x + iy) 3 = 1 + i X 3 + 3 x 2 yi + 3 xy 2 i 2 + y 3 i 3 — 1 + 1 


2-2 , „,3-3 


45 X 3 — 3 xy 2 + (3 x 2 y — y 3 )i = 1 + i 45 


X 3 — 3 xy 2 — 1 
3 x 2 y — y 3 = 1. 


Giải hệ này ta tìm được X và y, từ đó có z. Tuy nhiên, có thể tìm 2 bằng cách khai căn bậc ba 
của 1 + ỉ như sau : Ta có 

1 + ỉ — \Í2 ( cos -7+1 sin -7 ) . 

V 4 4 / 

Vậy các căn bậc ba của 1 + ỉ là 


zo = 


- ( 7T . 7T \ 6 r- ( 7T . 7Ĩ \ 

2 (cos h + ! sin 12 ) = ^ ( cos 12 + ; shl 12 ) ’ 

/ 7T 7T _ \ 

= V2 1 cos — + i sin — 1 , 


- + 27T - + 27T 

Zi= v/\/2 cos -h i sin 4—- 


z 2 = \/ V 2 ị cos -b i sin — 


^ + Alĩ ^ + 4,r ' _ ,«/5 17 ir 

3 / =^r s TỈ +isin w 


Từ đây, ngược lại ta đã tìm được nghiệm của hệ ^ ^ là 

1 3 X y — y 3 = 1 

X — \Í2 cos \ X — \[2 cos ị X = \Í2 cos 

I y = ^ 2 sin— ’ 1 6/2 • 3?r ’ 1 6/2 : 

^Ỉ/-V^sin 12 1 y = V2 sin -ị 1 y = \/2sin—. 

Ví dụ 40. Xét số phức z = 5 ^cos 2 + * sin —j = 5 ^• Giả sử x + yiỉầ số phức thoả 
mãn điền kiện 

(x + yi) 3 = 5 Ị ^ z 1 <í=> X 3 + 3x 2 yi + 3 xy 2 i 2 + y 3 i 3 = 2 ỉ 

\ z z 1 z z 

45 2x 3 — 6xy 2 + (6x 2 r/ — 2y 3 )i = 5 + 5\/3i <í=> I 5 

i 6ary — 2y á = 5v3. 


Ta được bài toán san 
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Bài 49. Giải hệ phương trình 


2x 3 - 6 xy 2 = 5 (1) 

6x 2 y-2y 3 = 5V3 (2). 


Giải 


Nhân hai vế của (2) với i rồi cộng với (1) ta được 


2x 3 — 6 xy 2 + (6 x 2 y — 2y 3 )i = 5 + 5\/3i 

■1 0/0 . 5 7)V3. 

<^x — 3 xy + (3 X y — y )ỉ = - H- —i 

<^x 3 + 3x 2 yi + 3 xy 2 i 2 + y 3 i 3 = I + ^—{—i 


2 2 


/ , Và I 1 V3 . . 
&(x + yif = 5 I 4 ị . 


Vậy X + yi là một căn bậc ba của số phức 




r . 7T , . . 7r 

= 5 I cos — + I sin — 
o o 


Mà z có các căn bậc ba là 

z 0 


= v / 5(cosí+isiní), 

/ 7T „ 


71" _ , 

2- + 27T 


— + 2-7T 

2i = v^5 I cos ——--b ỉ sin ^ 


7T 7T . , 

^ + 4vr ^ + 4 tt 

^2 = v5 ị cos -j- ị sin ổ 


^^cos^ + isin^, 


v^5 ( cos —— + i sin 
V 9 9 


Vậy các nghiệm của hệ phương trình là 

X — \/5 cos ^ í rr = v^5 cos í X = Vỗ cos 

_ 3/Ẽ ■ ^ ’ 1 3/F 7ĩĩ ’ ] 3 r - 137T 

í/ - v5sm g 1 y — ^/5 si n V- 1 2/=-^/5 sin. 

2. Sáng tác các hệ phương trình từ hai số phức cho trước. 

Ví dụ 41. Xét hai số phức Z\ và Z 2 như saư 


Z\ = 7 — \fhi 
Z2 — \V)i 


Z\ + Z2 — 7 
^1^2 = 7V~ĩ>i + 5 


□ 


Vậy Zi và z 2 là nghiệm của phương trình 


z 2 -7z + 5 + 7Vòi = 0^z~7+ 5 — 7 VỄ1 = 0 

z 

5 , 7\/5 i _ 5z 7-Vẽỉz 

4» z + - + — í — = 7 o z + -V + _ = 7 

z z zz zz 


z 
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Giả sử z = X + yi với x,y Khi đó phương trình trên viết lại 


X + yi + 
44ÍC + yi + 


5(x - yi) 7y/h(xi + y) = 

x 2 + y 2 X 2 + y 2 

5x + 7ựfyy 7\/fyy — 5 y . 
X 2 + y 2 ^ X 2 + y 2 


44 X + 


5x + 7 ựòy 
X 2 + y 2 


-7 + 



7\fhx — 5 y 
X 2 + y 2 


4» 


5x + 7^5 y 

x 3—2 r 1.2 

x z + y z 
7\fhx — 5 y 

y 3 9 I 777 

x z + y z 


-7 = 0 
= 0 . 


= 0 


Ta có bài toán san 


Bài 50. Giải hệ phương trình < 

5x + 7ự5y 
x+ 2,2 = 7 

x z + y z 

7ự5x-5 y 

{ y + X 2 + y 2 - ' 

Ta xét tiếp một bài tương tự: 

Bài 51. Giải hệ phương trình < 

f 3 X — y 

x + 2 1 2 “ 3 

a; 2 + ĩ/ 2 

X + % 

[ y x 2 + y 2 


Giải 


Điều kiện X 2 + y 2 Ỷ 0- Xét số phức z = X + iy. Khi đó 

2 2 I 12 _ 

iz = ix — y,x +y = \z\ — z.z 


Hệ phương trình đã cho viết lại 


X + 


yi - 


3 x-y _ Q 

X 2 + y 2 
X + ấy . 

X 2 + y 2 


0. 


( 1 ) 

( 2 ) 


Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 


X — yi + 


3x — y 

X 2 + 2/ 2 


X + 3r/ 

+ / = 3 44 X - yi + 

x z + y z 


3(x + yi) 

X 2 + í/ 2 


y — xi 

X 2 + 2/ 2 


= 3. 


Hay 


Ta có A = 


z + 3^— -f -7- = 3442: + 3 = + ^; = 344 K) 2 — 3z + 3 + i = 0. 

z.z z.z z z 

9 — 4(3 + i) = — 3 — 4 ỉ. Xét số phức a + hi thoả mãn điền kiện 


—3 — 4 i — (a + bi) 2 44 


a 2 — b 2 = -3 
2 ab — —4 



á 2 — b 2 = -3 


b = 


2 

a 
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Khi đó 


a - - — —3 -v^ a + 3a —4 = 0 -v=> a = 1 -w- a — ±1. 

a z 


Vậy (a; h) = (1; —2); (a; 6) = (—1; 2). Do đó A = —3 — 4i có hai căn bậc hai là ± (1 — 2 i). Suy 


_ _ 3 + (1 - 2i) 


= 2 -i 


Nghĩa là 


3 -( 1 - 2 i) 1 , . 

= 2 - 1+ĩ - 


x-yi = 2-i (x;y) = ( 2; 1) 

x-ỉ/ĩ = l + i (z;ỉ/) = ( 1 ;- 1 ). 


Vậy hệ đã cho có hai nghiệm là < và < 

\ y = 1 ỉ/ = -1- 


Ví dụ 42. Xét hai số phức 


= V2 — i 

Z2 — 2 V 2 + 2 i 


2l + *2 — 3\/2 + i 
Zi£2 = 6. 


Khi đó Z\ và Z 2 là hai nghiệm của phương trình 


/ \ 0 0^ 

(3^ + i)2: + 6 = 0-v^2;+- = 3^ + i £ + -~z — 3v^2 + ỉ. 
V / z z.z 


Giả sử z — u + vi, khi đó phương trình viết lại 

6 (u — vi) „ /- . 

u + ni + - V = 3V2 + i 

u z + ư z 

6ư / 6v \ /- 

9—I—9 V ( V — ——■ —— Ị — 3 V 2 + i 
u z + V z V u z + v z Ị 


u + — ——77 = 3\/2 
tr + rư 
6ư 

v - „,2 ~T „2 = 1 

u z + V z 


u ( 1 H—=-—2 ) — 3\/2 

\ rr + V z ) 

V rr + rư / 


Lấy u — sfx, V — ựỹ, ta được 


^ 1 + -4- 

3 \ a; + y 

Vỹ í 1 - 

\ X + y, 


= V2 


Ta có bài toán sau 



Một bài tương tự đã từng xuất hiện trong kì thi VMO 1996: 
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Bài 53. Giải hệ phương trình 


y/3x Ị 1 + 
y/ĩỹ(l- 


x + y 

1 < 

x + y / 


= 4^2. 


Điền kiện X > 0 và y > 0. Đặt u — ựx, V — ựỹ. Hệ phương trình trở thành 


1 U \ 1 + U 2 + V 2 J V 3 _ 

H-T+l 

Vì u 2 + V 2 là bình phương của môđnn của số phức z = u + iv nên ta biến đổi hệ phương trình 
thành 

{ u 2 ( u 2 

U + 1 U + ^ 2 +^ 2 ~ự3 () 

V 4\/2 ^ 1 iv 4-Ự2Ỉ . . 

v - = ~Ụf [ w ~ ữ = ~ỤT ( ) 


Cộng (1) và (2) theo vế ta được 


u + iv + 


u — iv 2 | 4\/2i 

v? + v 2 = y /3 + y/7 ' 


u-iv z z _ 1 

Vì —r——- = —77 = — = = - nên (3) viêt lại 
u 2 +v 2 \z\ 2 z.z z 


,1 2 4V2i .. 2 / 1 , 2 V 2 i\ , , „ 

Z+ zJ^ + ^ z _ 2 ( 7/q + T/y ) 2 + 1 - °- 

2 V3 V7 \ V3 V7 / 


Ta có 


A'Ji=+^ 

V Vã V7 


1 8 4\pĩị 38 4\pĩị 

J “3 _ 7 + T2Ĩ _ __ 2Ĩ + 72Ĩ' 


Xét số phức a + bi thoả mãn điều kiện 


38 , l\/2i , , , . v , „ 

i + ựỂ = (a+bi) "ị 2a b = 4 -^ 

l V2Ĩ 


2_7,2_ 38 

“ - 6 = -i 


Khi đó 

ữ 2 - ^ ^ 21a 4 + 38ữ 2 - 8 = 0 ^ a z = 

21 cr 21 

Vậy (a; b) = ^-ỹL; ; (a; 6) = -\/2^ . Do đó 


-19 + 23 4 


z=u+w= {^ ± vr^ + yậ ± A ỉ - 
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Vìư>0vàư>0 nên 


*"ẰẠ Do đó 


/ 1 2 V 11 4 

(vS + ự2Ĩ4 2Ĩ + 3ự7 
f 2 V 2 t A 2 22 8 

HvM 7 + 7f 


Hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là 


11 , 4 

x= i + ửĩ 

22 , 8 

y ~ T + Ụ? 


Bài 54 (VMO 2006). Giải hệ phương trình 


, , 12 \ 

1+ ĩỆĩi) ^= 6 - 


Điền kiện X ^ 0, y ^ 0, y + Sx Ỷ 0- Đặt u — VSx ^ 0, V — ựỹ ^ 0. Thay vào hệ ta được 


12 \ u „ í' 127 /. _ 

1 + “V7—9 ) v = 6 ư + — — — — 6. (2) 

u 2 + V 2 ) V u 2 + V 2 


Nhân PT (2) với i, sau đó cộng với PT (1) ta được 

12(w — vi) „ /- 

u + vi -124——— = 2V3 + 6 ỉ. 

u z + ir 

Xét số phức z = u + vi, với u ^ 0, ư ^ 0. Khi đó (3) viết lại 

12 z 12 

z-Ar = 2V3 + 6i -v^ z — — = 2(V3 + 3 í) 

z.z z 

& z 2 - 2(v / 3 + Si)z - 12 = 0. 


Ta có 


A' = {Vs + Si) 2 + 12 = -6 + 6Vsì + 12 = 6 + 6Vsì 

^ f 1 , ,\ / 7T . 7T\ 

= 12 U + 2 1ị =12 (««5+*™ 5). 


Vậy A' có hai căn bậc hai là 


±VT2 (cos — + i sin — 
V 6 6 


) = ± ^(f + ?)= ± ( 3+ ^) 
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Từ (4) ta có 


Do u ầ 0 và V ầ 0 nên 


z — \/3 + 3i + 3 + y/3i = V3 + 3 + (3 + \/3) i 
2 = \/3 + 3i — 3 — \/3i = \/3 — 3 + (3 — \/3) i. 


u — \/3 + 3 
V — \/3 + 3 


X — 


{Vs + 3ý 




X = 4 + 2y/s 


y=(V-ã 3 ) 2 "l » = 3(4 + 2^) 
X = 4 + 27/3 


Hệ đã cho có nghiệm duy nhất „ . □ 

y = 3 (4 + 2V3) 


Sử dụng bất đẳng thức lượng giác trong tam giác 

Trong đề thi vào Đại học Nông nghiệp 1, năm 1995 có bài toán sau: 


Bài 55. Giải phương trình 


9 

sin 2 X + sin 2 y + sin 2 (x + 7/) = 7. 

(1) 


Phương trình này khiến ta liên tưởng đến một bất đẳng thức cơ bản trong tam giác : Với mọi 
tam giác ABC ta có 

o 

( 2 ) 


9 

sin 2 Ả + sin 2 B + sin 2 (7^7, 


- . 9 v 7ĩ 

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A = B — c — 

Trong vế trái của bất đẳng thức (2), lấy Ả = X, B = y, c = 71 — (x + y), ta thư được vế trái 
của phương trình (1). Lời giải của phương trình (1) cũng thu được dựa trên cơ sở phép chứng 
minh bất đẳng thức lượng giác (2). 


Ta có 


Giải 


„ cos2x + cos2 y ...... 9 

(1) ^ 1 - I + sin 2 (x + y) = - 


9 

+> 1 — cos(a; + ỳ) cos(x — y) + 1 — cos 2 (x + ỳ) — 7 
•v^> cos 2 (x + ỳ) + cos(x — y) cos(x + y) + - = 0. 
Phương trình (3) là phương trình bậc hai đối với cos(a; + y), ta có 

A = cos 2 (x — y) — 1^0. 

Vì cos 2 (a; — y) ^ 1 nên để phương trình có nghiệm thì cos 2 (a; — y) — 1. Do đó 
cos(a: — y) = l 


cos(x — y) 


cos(a: + y) — 


cos(x — y) — —1 

, " X _ cos(a; -y) ĩ 
cos{x + y) = -—— = - 


1 

2 




X — y — k2n 

2vr (4) 

X + y — ±7/- + 12.71 

7T 3 , 

X — y — — — + Ẫ;27r 

# (5) 

a; + y = ±7 + I2n. 
ố 


(3) 
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Xét (4) ta có: 

2vr r 7T , . 7T 

X - y = /c27r; o; + 7/ = — + /27T £=- + (& + í)7r; y—- + ụ- k) 7Ĩ 

3 ^ <^>3 3 

—27r — 7T —7T 

X - y = k2n] X + y = —+ /2vr a; = — + (fc + Z)7r; y = — + (Z - fc)7T 

3 Lo o 

Xét (5) ta có: 

7T j 7T 7T / 7 , 7\ / T 7 \ 

x-y = — + k2rr, x + y = - + ỉ 2tt a: = — + (/c + Z)tt; y =- + (/- fc)7T 

(5) ^ 2 ^ X L 1 1 

— ^ , , r. , — 7T —Õ7T 7T . 

X - 7/ = — + k2tc; x + y = — + /2tĩ + (fc + /)vr; 7/ =- + (/- /c)7T 

Theo trên ta suy ra một hướng để sáng tác một loạt các phương trình lượng giác hai ẩn khá 
thú vị là : Từ một bất đẳng thức cơ bản trong tam giác, trong bất đẳng thức đó chứa các góc 
A, B, c của một tam giác, ta lần lượt lấy 

A = f(x, y),B = g(x, y),c = ĩr- [f(x, y) + g(x, y)], 

và thay dấu bất đẳng thức bởi dấu đẳng thức, ta sẽ được một phương trình lượng giác hai ẩn 
X và y tương ứng. Còn việc giải phương trình thì thường được tiến hành tương tự như hai cách 
giải đã trình bày ở trên. 

Chú ý rằng cách làm như trên không phải lúc nào cũng thành công, có thể ta xây dựng được 
những phương trình lượng giác hai ẩn nhưng ta lại không giải được những phương trình mà ta 
vừa xây dựng nên. Tưy nhiên đây là một phương pháp sáng tác bài toán rất đáng quan tâm, 
nó cho ta nhiều phương trình thú vị cả đề bài lẫn lời giải. 
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X + y 1 X — y 
cos ——— = - cos ——— 
_ 2 . 2 2 
. X — y 
sin ——— = 0 




X + y 1 X — y 
cos ——— = - cos ——— 
_ 2 2 2 

x y _ li 

cos-—— = ±1 




_ x - y _ 1 

cos-—— = 1 


cos 


X + y 


cos 


cos 


2 _ 
x -y 

2 

X + y 


2 

= -1 
1 

2 - ~ 2 ' 


Ví dụ 44. Cũng xét bất đẳng thức 


cos A + cos B + cos c ^ ^, VA ABC, 


7T . 

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A — B — c — Lấy 


-4 = X - |, 5 = y, c = lĩ - 


y\ . 3 y 
x ~ 2) + 2 


= 7T-(x + y), 


ta được bài toán sau 


Bài 57. Giải phương trình 


cos 


^■T ~ ~ cos 2 — CQS V y} 


Giải 


Phương trình đã cho tương đương 


X + y X — 2 y / 9 X + y \ 3 

2 cos ——— cos ———— ( 2 cos 2 ——— 1 1 = y- 

2 2 V 2 /2 

9 X + y „ X + y X — 2y 1 

<^>2 cos 2 —2—-2 cos ' - cos ——^ + X = 0 

2 2 2 2 

^ 2 ® + y ^ x + y^ x ~ 2 y , 1 _n 

2 2 2 4 


/ X + 2/ 1 X — 2y 

•v^> cos ——-- cos ——— 

V 2 2 2 


, 1 - 2 X - 2y 
+ 4 sin 2 =0 






X + y 1 X — 2y 
cos ——— = - cos ——— 
'22 2 
. X - 2y 
sin —-—— = 0 


cos 




cos 



X + y 1 X — 2y 
cos ——— = - cos ——— 
2 2 2 
_ X - 2y 
cos-= ±1 


Công việc tiếp theo trở nên đơn giản. 


Ví dụ 45. Xét bất đẳng thức 

A B c 3 

sin — + sin — + sin — < VA ABC, 

71* 

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A = B = c = —. Lấy A — 2x, B — 2y, c — TT — (2x + 2 y), ta 
được bài toán san 
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Bài 58. Giải phương trình 


sin X + sin y + cos(a: + y) = 2’ 


Giải 


Phương trình đã cho tương đương 


^ . x + y x — y „ „ . 9 x + y 3 

2 sin ——— cos ——-h 1 — 2 sin 2 ——— = ^ 

2 2 2 2 

y=>2 sin 2 ' -2 sin —cos ——— + „ = 0 

2 2 2 2 

^ .2 x + y ■ x +y x ~y , 1 _ n 

-v=> sin — -sin ——— cos ——— + - = 0 

2 2 2 4 

■ x + y l „^ x ~y\ 2 , 1 . 2 x ~y 

4 2 


-v=> sin 


- cos 
2 2 


= 0 






. X + y 1 X — y 
sin ——— = - cos ——— 
_ 2 2 2 
. X — y 
sin ——— = 0 


X + y 1 X — y 
sin ——— = - cos ——— 
2 2 2 



Ví dụ 46. Xét bất đẳng thức 

cos 2 J + cos 2 Y + cos 2 Y ^ Ị, VA ABC, 

7ĩ 

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A = B = c = —. Lấy Ẩ = 2x, B — 2 y, c = 7T — (2a: + 2ĩ/), ta 

3 

được bài toán sau 


Bài 59. Giải phương trình 


cos 2 X + cos 2 y + sin 2 (x + y) — -. 


Phương trình đã cho tương đương 

cos 2x + cos 2 y 
1 H---- 


Giải 


9 

+ sin 2 (x + y) = J 


9 

+ cos(a; + y) cos(a; — y) + 1 — cos 2 (a; + y) = - 


-v^> cos 2 (x + y) — cos(a; — y) cos(x + y) + ị — 0 


cos(x + y) — 2 cos ( x ~ y) 


+ ^ sin 2 (x — y) — 0 


^ cos(a: + y) — 2 cos ( x — y) = 0 
sin(x — ỳ) = 0 
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Ì cosíx + y) = „ cosía: — y) = 0 

V 2 v ’ & 

cos(a: — y) = ±1 


cos(a: — ỳ) — 1 
cos(x + y) = ị 
cos(a; — y) = — 1 
cos(a: + y) = -ị. 


Ví dụ 47. Quan sát các biến đổi trên ta thấy có thể xây dựng nên một số phương trình có lời 
giải tương tự. Chẳng hạn bài toán sau 


Bài 60. Giải phương trình 


cos 2 X + cos 2 y + cos 2 (a: — y) = - 


Phương trình đã cho tương đương 


cos 2x + cos 2y 9 . . 3 

1 +- ^ -- + cos 2 (x - y) = - 

-v^l + cos(a; + ỳ) cos(x — y) + cos 2 (x — y) = -7 


43- cos 2 (x + y) + cos(x; — y) cos(x + y) + ^ = 0 

1 1 2 I 

-v=> cos(x + y) + 2 — ỳ) + ^ sin 2 (x — ỳ) = 0 


cos(a: + y) + 2 cos(a: — y) = 0 
sin(x — y) = 0 


cos(x + ỳ) = - J cos(a; - y) 
Á 


cos(a; — ỳ) — ±1 


cos(a; — ỳ) — 1 
cos(x+ y) = 
cos(a; — y) = —1 
cos(x + y) = 


Ví dụ 48. Xét bất đẳng thức 

Á Đ c 1 

sin z sin — sin — < c V AABC, 

2 2 2 8 ’ 

7T . 

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A — B — c — Lấy 

A = 2x -y, B = 3y, c = ĨT - [{2x - y) + 3y] = 7T - 2(x + y), 
ta được bài toán sau 


Bài 61. 


. y — 2x . 3y 1 

sin ——— sin -4- cosía; + y) = ——. 

o o V & / o 


Giải 
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Phương trình tương đương 


4 [cos(a: + y) — cos(2 y — x)] cos(a: + ỳ) — — 1 
■v»4 cos 2 (a; + y) — 4 cos(a; + ỳ) cos(2y — x) + 1 = 0 
43- [2 cos(x + y) — cos(2y — x)] 2 + sin 2 (2y — x) = 0 

2 cos(a; + y) — cos(2 y — x) I 2 cos(x + y) = cos(2y — x) 

sin(2y — rr) = 0 ì cos(2y — x) = ±1 

cos(2 y — x) — 1 1 cos(2y — x) = — 1 

<=> < 1 hoặc <1 

cos(x + y) = ị 1 cos(a: + y) = -ị 


Ví dụ 49. Xét bất đẳng thức 

cos Ả cos B cos c ^ -,VA ABC, 
8 

7f 

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A — B — c — Lấy 


A = X, 5 = y, c = 7T - (x + y), 


ta được bài toán sau 


Bài 62. Giải phương trình 


cosa:. cos y. cos(a; + ỳ) — —-L 

_____ 8 _ 


Giải 


Phương trình đã cho tương đương 


4cos(a; + ỳ) [cos(a; + ỳ) + cos(x — y)] = —1 
-v=>4 cos 2 (a: + y) + 4 cos(a; + ỳ) cos(a; — ỳ) + 1 = 0 
<í=> [2 cos(a; + y) + cos(a; — y)] 2 + sin 2 (a: — ỳ) = 0 

2 cos(a; + y) = — cos(a; — y) í 2 cos(x + y) = — cos(x — y) 

sìn(x — y) = 0 Ị cos(a; — y) = ±1 

cos(a; — y) — — 1 1 cos(a: — y) = 1 

< 1 hoặc < ' 1 

cos(x + y) = ^ 1 cos(a; + y) = 

Ví dụ 50. Xét bất đẳng thức 

3 

cos A + cos B + cos c ^ VA ABC, 

7T . 

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A — B — c — Lấy 

A = X, B = y, c = ĨT - (x + y), 


ta được phương trình 


cosx + cos y — cos(x + ỳ) — Ịv 


( 1 ) 
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A = 2x — y, B = 2y — X, c = ĨT — [{2x — y) + (2 y — x)] = 7 T — (x + y) 


ta được phương trình 


cos(2a; — y) + cos(2 y — x) — cos(a; + y) = 7 


Cộng (1) và (2) ta được bài toán sau 
Bài 63. Giải phương trình 


cosa; + cos y + cos(2a; — y) + cos(2 y — x) = 3 + 2cos(q; + y). 


Phương trình đã cho tương đương 


[cosa: + cos(2 y — x)] + [cos y + cos(2x — y)] = 3 + 2 cos(7 + ỳ) 
-x=>2 cos y cos(x — y) + 2 cos X cos(x — y) = 3 + 2 cos(x + ỳ) 

-x=>2 cos(x — ỳ) (cos X + cos ỳ) — 3 + 2 cos(x + ỳ) 

<^>4 cos(x — y) cos —cos —=3 + 4 cos 2 —— 2 

,J + Ị/ , . . x + y x — y 

<t»4 cos ——— 4 cos(x — y) cos ——— cos —+ 1 = 0 


X + y 


x-y 


+> 2 cos ——-cosía; — y) cos —— 

2 v 2 


+ 1 — cos 2 (a: — y) cos 


2 x ~y 


Vì 1 — cos 2 (x — y) cos 2 x — + 0 


( 1 )^ 


o^ x + y \ nno x - y „ n 

2 cos —--cosía: — y) cos —-— = 0 

2 y 2 

0 / \ ọ X — y 

1 — cos (x — y) cos —= 0 

9 r.„ x + y „™ x ~y _ n 

2 cos —--cosía; — y) cos ——— = 0 

2 7 2 
O/ X1 + cosíx — ỳ) 

1 - cos 2 (x - y) --— = 0 

X + y X — y 

2 cos —-- cos(x — y) cos —-— = 0 

cos 2 (7 — ỳ) + cos 3 (a: — ỳ) = 2 

cos(x — ỳ) = 1 

9 ' x + y _„„ x ~y 

2 cos —-— = cos ——— 

2 2 


X — y ọ X — y 

Vì cos(x — y) = 1 +> 2 cos 2 ——— — 1 = 1 +> cos 2 ——— = 1 nên 
v 2 2 


Í cos(a: — y) — 1 

9 ;r ~ y . ..Mì ^ 

2 cos —-— = ±1 


cos(a; — ỳ) = 1 


1 +> 

1 + cos(x + y) = - 


cos(7 — ỳ) — 1 

X + y 1 +> 

cos ——— = +- 
2 2 

{ cos(x — ỳ) — 1 
cos(x + y) = -^. 


cos(7 — ỳ) — 1 
2 x + y _ 1 
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Sử dụng hàm ngược để sáng tác một số phương trình, hệ phương 
trình. 


Đây là một phương pháp để sáng tác và giải phương trình, hệ phương trình khá hay. Giả sử 
hàm số y = f(x) có hàm số ngược là y — g(x). Nếư vẽ đồ thị của hai hàm số trên cùng một hệ 
trục toạ độ Đề-các vương góc thì hai đồ thị ấy đối xứng nhan qưa đường phân giác thứ nhất. 
Do đó nếu hàm số y = f(x) có hàm số ngược 1 ày — g(x) thì việc giải phương trình f(x) — g(x) 
quy về giải phương trình f(x) — X (hoặc g(x) — x). Tóm lại, trong một số trường hợp ta sử 
dụng mệnh đề sau. 

Mệnh đề. Cho y — f(x) là hàm đồng biến, có hàm ngược y — / _1 (x) và tập xác định của 
phương trình f(x) — / _1 (x) bằng Df n Df- 1 . Ta có phép biến đổi sau 


hoặc 


f(x) = f \x) ^ 

f(x) = f~\x) & 


f(x) = X 

X G Df n Dị- 1 


/ V) = x 

X G Dị n Df-1. 


( 1 ) 

( 2 ) 


Như vậy việc giải phương trình f(x) — f~ 1 (x) ta thay thế được bởi các hệ phương trình tương 
đương (1) hoặc (2). 

Chứng minh. 

• Giả sử f(x) — / _1 (x). Khi đó X = f(f(x)). Nến X > f(x) thì do / đồng biến nên f(x) > 
f ( f(x )) f(x) > X (vô lí). Nến X < f(x), tương tự ta cũng suy ra vô lí. Vậy X — f(x). 

• Giả sử X = f(x) và X G Df n Dị- 1 . Khi đó < ■{ ^ =>• f(x) — / _1 (a;). 

1 X — f (x) 


Vậy (1) được chứng minh. 


Chú ý 1. Cho hàm số y = f(x) có hàm ngược y — f l (x). Khi đó / đồng biến / 1 đồng 
biến. 


Chú ý 2. Nến hàm số / liên tục và đơn điện nghiêm ngặt trên khoảng (a; h) thì tồn tại hàm 
số ngược / -1 . 


Ví dụ 51. Xét hàm số y = f(x) — 2x 2 + 4x — 1 trên (—1; Too). Hàm số ngược của f(x) là 


y = 


X + 3 


— 1 xác định trên (—3; +oo). Khi đó 


2x 2 + 4x — 1 = 


l«2U+4x= /x + 3 


Ta có bài toán sau. 

Bài 64 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2007). Giải phương trình 


2x 2 + 4 X = \J với X ^ —1. (*) 


Giải 
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Điều kiện X ^ — 1 (giả thiết). 


Cách 1. Xét hàm số y = 


X + 3 


— 1, Va; G [—1; +oo). Khi đó 


ix + 3 ) y> ~ l „ .. í y >-1 

^ ''“H y + 2y+ l = X -±2 H £ — 2y 2 +4y — 1. 


Suy ra hàm số y = 2a; 2 + 4a; — 1 là hàm ngược của hàm y — 
khác hàm số y = 2a; 2 + 4a; — 1 đồng biến trên [—1; +oo) nên 


a; + 3 


2a; 2 + 4a; — 1 = \ / -—2-1 2x 2 + Ax — 1 — X 


X — 


X — 


1 trên [—l;+oo). Mặt 


-3 + VĨ7 
4 

-3-VĨ7 


_3 -ị- vTf 

Kết hợp với điều kiện suy ra X = — -— - là nghiệm duy nhất của (*). □ 


© Nhận xét: Vì sao lại tìm hàm ngược của hàm y — 
giả sử 


X + 3 


1, Va; G [—1; +oo)? Đó là do ta 


ay + b — 


a y + 2 aby + 0 — 


X + 3 


X + 3 22 2 _ _ o„2„,2 , 4 1 . , 01,2 


2 ■ 2 
So sánh với phương trình đã cho thấy rằng Cần chọn a, b sao cho 

a = 1 
6 = 1 . 


X — 2 áy + Aaby + 26—3. 


í 2o 2 = 2 

a = +1 1 

< 


( 4«6 = 4 

[6 = ±1 1 


X + 3 


Vậy nên ta mới xét hàm số y = Y ——-1, Va; G [—1; +oo). Ngoài ra ta còn có thể giải thích 

như sau: Từ phương trình đã cho thấy rằng cần xét hàm số có tập giá trị là [—1; +oo) và có 
dạng y = a J ——-1 (với a > o) . Khi đó 


2 2 X + 3 2 2 4 2 

y 2 + 2y + l = a 2 .—— => X = ^y + ^y + - 3 

2 a cr a z 


4; 4 ) =(2]4)^a=l=>y= a/^4-^ - 1. 


9 5 _ 9 

fir a z 


Cách 2. Đặt y + 1 = 


a; + 3 


, điều kiện y + 0. Ta có hệ 


, , 2 a; + 3 

y + 1 = ~2 4 » 

2x 2 + 4x = y + 1 1 2a; 2 + 4a; = y + 1. (2) 


2 y 2 + Ay = X + 1 (1) 


Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 

2(y 2 — X 2 ) + 4 (y — x) — X — y ^ 2(y — x)(y + x) + 5 (y — x) — 0 




7/ — X = 0 

2 (y + a;) + 5 = 0 




y = ® 
y = 


-b-2x 
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Khi y = X, thay vào (2) ta được 


2x 2 + 4x = X + 1 2x 2 + 3x — 1 = 0 


5 _|_ 2x 

• Khi y — — -———, thay vào (2) ta được 


-3 + ^17 


3_Vĩ7 

X — --- (loại). 

4 v • ' 


4x 2 + lOx + 3 = 0 


—5 — \/Ĩ3 n N 

X — - 7 - (loại) 

4 

-5+VĨ3 


_ —5 + a/Ĩ3 

Với X — --- ta có 

4 


5 + 2x 5 + \/Ĩ3 , „ ^ , , _ . 

y = -—— =- — < 0 (không thoa mãn y ^ 0) 

_ 2 ~y~ị 

Kết hợp với điều kiện suy ra, X = —- — — - là nghiệm duy nhất của (*). □ 

r3 \ 

Ví dụ 52. Xét hàm số y — f{x) — X 2 — 3x trên ^;+ooj. Hàm số ngược của f(x) là 

_ 3 + y/9 + 4x [ 9 ^ 

y — J (x) = -—-xác định trên —+oo . Khi đó 


3 + a/9 + 4x 2 


= X — 3x V9 + 4x = 2x — 6x — 3. 


Ta có bài toán sau. 


Bài 65. Giải phương trình y/9 + 4x — 2x 2 — 6x — 3. 


9 _ v 3 

Điều kiện X ^ Đặt 2y — 3 = y/9 + 4x, điều kiện y ^ Ta có 


(2 y - 3) 2 = 9 + 4x Ị 4y 2 - 12y = 4x Ị 2y 2 - 6y = 2x (1) 

2y — 3 = 2x 2 — 6x — 3 1 2x 2 — 6x = 2 y 1 2x 2 — 6x — 2y (2) 


Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 


2 (y 2 — X 2 ) — 6y + Gx = 2x — 2y 2 (y 2 — X 2 ) + 4{x — y) = 0 


y — x)(y + X — 2) 


Khi y — X, thay vào (1) ta được 


y = X 
y = 2 — X. 


2x 2 — 6x = 2x <=> X 2 — 4x = 0 


X = 0 

X — 4. 
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Khi X = 0 thì y — 0 (loại). Khi X = 4 thì y — 4. 
• Khi y = 2 — X, thay vào (2) ta được 


X 2 — 3x = 2 — ĩttĩ 2 - 2x — 2 = 0<^> 


£ = 1 — v^3 
£ = 1 + \/3. 


Khi X = 1 + x/3 thì y — 1 — ^/3, không thoả mãn điền kiện. 

Khi X = 1 — y/3 thì thế vào phương trình đã cho thấy thoả mãn. Vậy phương 
hai nghiệm X = 4, X = 1 — \/3. □ 


© Nhận xét: Phương trình (*) có tập xác định là 



, trong khi đó ta 


trình đã cho có 


có 


D f nDf-i - 



, vì vậy (*) nhận X 


1 — y/3 làm nghiệm là điều dễ hiểu, vì giải phương 


trình (*) là tìm X thuộc tập xác định 



và thoả mãn (*). 


Ví dụ 53. Hàm số y = \/x + 3 là hàm số ngược của hàm số y = X 3 — 3 trên K. Do đó ta có 
bài toán san. 

Bài 66. Giải phương trình vdr + 3 = X 3 — 3 

Giải 


Tập xác định M. 

Đặt y — \/x + 3. Khi đó ta có hệ < ^ Ị ) 

ị x 3 = y+ 3 (2) 

Lấy (2) trừ (1) theo vế ta được X 3 — y 3 = y — X -v^ X 3 + X = y 3 + y. 

Xét f(t) — t 3 + t. Vì f(t ) > 0, Ví G M nên (3) f(x) — f(y ) X = y. Do đó 


X 3 = X + 3 X 3 — X = 3 


Giả sử X — ự=í, thay vào (4) ta được 


.3 9V3 


4 t à -31 = 


Để cho gọn, kí hiệu m — > 1. Xét 


1 

m - 2 


(« 3 ) 2 — 2 ma 3 + 1 — 0<ị^a 3 — m± Vm 2 — ĩ. 


^ —T _ . 3/973 , /239 _ 3 / 973+7239 

Do đó, nêu đặt ot — V rn + vĩĩi — 1 = ị —-+ w —Ị- — y - 2 - 


thì 


2 V OL 3 ) a V 2 


a 3 + -- I = 4 
cr 


1 / , 1 
ọ ( “ + “■ 

2 V a 


1 / , 1 
9 ( a + ““ 

2 V a 


(3) 

(4) 

(5) 


Để ý rằng 


1 

2 
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Vậy 

1 / , 1\ 1 /3/973 + 7239 , 3/973 - 7239 \ 

to “H“ + + 2 [ỹ 2 ^ + V 2~ J 

là một nghiệm của phương trình (5). Ta sẽ chứng minh t 0 là nghiệm duy nhất của phương 
trình. Ta có |ío| > 1 và 

4í 3 — 3 1 — 4Íq — 3 1 0 tr' (t — í 0 )(4í 2 + 4 t 0 t + 4Íq — 3) = 0. 

Để ý rằng phương trình 4 í 2 + ịtoX + 4 tg — 3 = 0 vô nghiệm do 

A' = Atị - 4(4t 2 - 3) = 12 - 12 Íq = 12(1 - tị) < 0 (vì tị > 1). 

Vậy = 2 (V V / ' m2 — 1 + T' m — y/m 2 — 1^ là nghiệm duy nhất của phương trình (5). Do 

đó phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là 

1 / 3/973 + 7235 , 3/973- 7235 1 

x ~ 7 ầyl 2 + v 2^ J • D 

Bài 67 . Cho trước số thực a. Giải phương trình (ẩn là X ) 

_ a 2011 + x= 20 Vã^x. _ 

Giải 

Tập xác định M. Xem a như ẩn số. Xét hàm y = /(a) = a 2011 + X. Ta có 

y — a 2011 + X a 2011 — y — X ^ a — 20ì \/y — X. 

Vậy hàm số y = 201 7ữ — 2; là hàm ngược của hàm y — a 2011 + x,\/a G M. Mặt khác vì 
(a 2011 + xỴ — 2011 a 2010 ^ 0 ,Va Ẽ 1 nên y = a 2011 + X là hàm đồng biến trên M, do đó 

a 2011 + X = 201 7^7 ^ { a2 ° n J" x = a & x = a - a 2011 . 

[ aeR 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X — a — a 2011 . 


SÁNG TÁC HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

Để giải hệ phương trình thì phương pháp thế và phương pháp cộng là thường dùng nhất, là 
phương pháp cơ bản nhất. Từ bài học “vỡ lòng” về hệ phương trình đã có phương pháp này. 
Tuy nhiên phương pháp này vẫn thường xuất hiện ở những kì thi lớn, những kì thi chỉ dành 
cho những học sinh xuất sắc. Đã có nhiều tài liệu về hệ phương trình đề cập đến phương pháp 
này, do vậy sau đây ta chỉ trình bày một số bài toán khó và đi sâu hơn vào việc phân tích kỹ 
thuật giải cũng như kĩ thuật sáng tác. 



X 2 (y + zf — (3x 2 + X + 1 ) y 2 z 2 

Bài 68. Giải hệ phương trình < 

y 2 (.z + xỷ — (4 y 2 + y + 1 ) z 2 x 2 


z 2 (x + y) 2 — (5Ư + y + 1 ) x 2 y 2 . 
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Dễ thấy rằng (x; 0; 0), (0; y; 0) , (0; 0; z) thoả mãn hệ đã cho. Tiếp theo xét xyz Ỷ 0- Khi đó 
chia các phương trình của hệ cho x 2 y 2 z 2 ta được 


1 ,1V „1.1 

7 + 7 ) — 3 + - + +2 

z y) X x z 


1.2.1 „1.1 

—y H-1—ộ — 3 H-1— 

Z z zy y z X x z 

1 2 1 .11 


1 IV .11 11,21 ,11 

xz y y 2 X 2 zx 4 y y 2 

. . \ 2 7 1 1 2 1 _ 1 1 

1 , 1 ) — 5 1 I 1 Jl 7+4-7—+ 77 = 5 + y + +p 

„ 1 — 0 + „ + 0 ■ y xy x z z Z z 

n I ry» / -y 'y \ rj r_/ 


y X 


z Z z 


Cộng lại ta được 


1 , 1 , 1\ /1 1 1\ „„ „ 

—I-1— ) — ( —I-1— ) — 12 — 0 

X y z) \x y z) 


111 

—I-1— — —3 

X y z 

111 

—I-1— =4. 

X y z 


Với —I-1— = —3, ta được 

X y z 


3 H— ) — 3 H-1—— 

X X x z 


®=-« 


yj y r 

1 \ _ 1 1 

3 H— ] = 5 H-1—— 

z z Z Á 


- = -4 

z 


5 

X — —- 


3+4 =4+1 + 4 +> { 4 = -5 <+ { y = -4 


4' 


111 

• Với —I-h - = 4, ta được 

X y z 


4-+ =3+ - + x Ị9 í _9 

, 1V _ 1 1 § _ 10 _ t 3 

4 - - =4 + 4 + 4 4 = 12 y = 4 


y/ y y 

. ly __,1 1 

4—4] —5+4 + 4 

z / z Z z 


- = 11 


Các nghiệm của hệ là 


(x; ! /;4 = (-*;- 1 =i). (X;!,;Z) = (ẳ ; ĩ ; n)’ 

(a; 0; 0), (0; b; 0), (0; 0; c) (với a, b, c G M, tuỳ ý) . □ 



Giải 
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Ta có hằng đẳng thức san : 

(x 2 y 2 - X 2 Z 2 ) + [z 2 y 2 - x 2 y 2 ) + [x 2 z 2 - y 2 z 2 ) = 0. 

Từ đó nhân (1) với y + z, nhân (2) với z + X, nhân (3) với X + y ta được 

- ị (y + z) + 3 (z + x) + ị (x + y) = 0 

■& — 5y — 5z + 9z + 9x + x + y = 0 

_ 5x + 2z 5x 

y»4 y — lOx — Az ^ y = -—-=>• y — z — —. (4) 

Từ (4), (1) được — = —— r, suy ra X, thế vào (2), (3) được hệ hai ẩn. Công việc tiếp theo trở 

2 3x 2 

nên đơn giản. 



xz + y = 7z 

( 1 ) 

Bài 70. Giải hệ phương trình < 

yz + X = 82 

( 2 ) 


X + y + 2 = 12. 

(3) 


Giải 


Từ (1) có y = 7z — zx. Thay vào (2) và (3) được 
(7 z — zx) z + X = 8z 


x(l- z 2 ) =8z- 7z 2 (4) 


X + (7z — zx) + z = 12 1 X (1 — z) = 12 — 8 z. (5) 


Rõ ràng z — 1 không thoả (5), do đó (5) X — ——— . Thay vào (4) được 


l-z 


(12 - 82 ) (1 + z) = 8z - 7z 2 ^ z 2 + Az - 12 = 0 


60 66 

Với 2 = 2 ta được X — 4, y — 6. Với 2 =■—6 ta được X — — , y = —. 

/60 66 \ 

Kết luận: hệ có hai nghiệm (4; 6 ; 2), í -ỵ; — 6 J . □ 

1 Bài 71 (HSG tỉnh Quảng Bình, năm học 2010-2011). Giải hệ 


2 = 2 

2 = —6. 


X - s/x - - 1 = 1 (1) 

y 2 + X + 2yựx — y 2 x = 0. (2) 


Giải 


Điền kiện X ^ 0 và . X — y — 1 ^ 0. Phương trình (1) tương đương 

\fx — \JX — y — 1 + l^x — X — y + 2a Jx — y — 1 y — 2\J X — y — 1 
= 4 (x — y — 1 ) (y + 2 ) 2 = 4x <^> y + 2 = 2 ựx. 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

y 2 + X + 2 yựx — y 2 x = 0 <tỉ> (y + \fx ) 2 = xy 2 y + A fx — ±yựx. 
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Ta thu được 


y + 2 = 2y/x 
y + ựx = ±yựx 




y + 2 = 2ựx 

2y + (y + 2) = ± (y + 2) ỉ/. 


Từ đó tìm được nghiệm của hệ là (x-,y) = ( ỊĨ-1 ) ,(4;2), 




□ 


Bài 72. Giải hệ phương trình sau : 






ị 4x 2 

+ 

1 

■ 4xy 3 — 1 

(1) 



ị 4x 2 

+ 2 y 2 

— 4 xy — 2. 

(2) 





Giải 



Lấy (1) trừ (2), 

vế theo vế, ta được : 





y 4 - 

2 y 2 — 4 xy 3 + 4 xy + 1 

= 0^ 

(y 2 - I) 2 - 

■ 4 xy (y 2 - 

1)=0 

^{y 2 - 

53S 

1 

T—ỉ 

1 

<N 

T—ỉ 

1 

0 

= 1 hoặc y 

= — 1 hoặc 

y 2 — 1 + 4 xy — 0. 


• Nếư y — 1, thay vào phương trình (1) ta được : 


4x 2 + 1 — 4x = l<=>x(x — 1) = 0<=>X = 0 hoặc X — 1. 


• Nếư y — —1, thay vào phương trình (1) ta được : 


4x 2 + l + 4x = ly^a;(a: + l)=0<^a: = 0 hoặc X = — 1. 


• Nếu y 2 — 1 + 4 xy — ũ ^ X — 
trình đầu tiên ta được: 


1 -y 2 
4y 


(dễ thấy trong trường hợp này y Ỷ 0), thay vào phương 


1 -y 

4y 


2 \ 2 


+ y 


4 4 


1-r 

4y 


y 3 = 1 


^ (l - y 2 ) 2 + % 6 - 4í/ 4 (l - y 2 ) = 4 y 2 

o (1 - z/ 2 ) 2 - V (1 - y 2 ) = V (1 - y 4 ) 

^ (1 - z/ 2 ) [(1 - z/ 2 ) - V - % 2 (1 + y 2 )] = 0 

^ (1 - y 2 ) [8 y 4 + 5r/ 2 - 1] = 0 


Công việc đến đây trở nên đơn giản. 

© Nhận xét: Đây là một dạng hệ phương trình đa thức khá khó, rõ ràng nếu phương trình thứ 
hai, người ta chia hai vế cho 2 thì khó có thể nhận biết giá trị này mà nhân vào rồi trừ từng vế 
như trên. Việc phát hiện ra giá trị 2 để nhân vào có thể dùng cách đặt tham số phụ rồi lựa chọn. 


Bài 73. Giải hệ phương trình 


y 3 x — X 4 = 28 

xy 2 + 2 x 2 y + X 3 = l8y/2 


Giải 


Ta biến đổi tương đương 


x(y 3 — X 3 ) — 28 (1) 

x(y + x) 2 = 18y/ĩ- ( 2 ) 
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Suy ra để (x; y ) là nghiệm thì y > X > 0. Từ (2), rút y theo X và thế vào (1) có 



(3) 


Đặt t — s/x ( t > 0) và (3) thành : 

í 9 - (3^8 -í 3 ) 3 + 28Í = 0. (4) 

Xét hàm /(í) — t 9 — (3v^8 — í 3 ) 3 + 28 1, với t > 0. 

Ta có /'(í) > 0 với mọi t > 0. 

Chứng tỏ hàm / đồng biến trên (0; +oo), nên (4) có nghiệm thì nghiệm đó duy nhất. 

Từ đó hệ có nghiệm (x 0 ; yo) thì nghiêm đó là duy nhất. Dễ thấy y — 2x thì từ (1), ta có: X 4 — 4 
hay X — \[2. Suy ra y — 2\[2. 

Thử lại (a/2; 2\fĩ) thỏa mãn (2). 

Tóm lại hệ đã cho có nghiệm duy nhất là ( x\y ) = (\/2; 2y/2). □ 


KINH NGHIỆM GIẢI MỘT số BÀI HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

Khi giải hệ phương trình, dù có dùng cách gì biến đổi đi chăng nữa thì mục đích cuối cùng của 
ta cũng chuyển về phương trình một biến và giải phương trình vừa thu được. Đó cũng là suy 
nghĩ tự nhiên, việc làm giảm biến là quy luật không chỉ trong toán học mà cả trong cnộc sống 
chúng ta vẫn thường làm. Tóm lại, khi giải hệ phương trình thì chúng ta phải tìm cách làm 
giảm số ẩn của hệ để thuận lợi trong việc giải nó. Sau đây là một số kinh nghiệm mà nhóm 
biên soạn thu được trong quá trình học tập và giảng dạy, xin được chia sẻ cùng bạn đọc. 


Nếu trong phương trình của hệ mà có một ẩn xuất hiện dưới dạng bậc nhất, thì ta có thể rút 
ẩn đó theo ẩn còn lại và thế vào phương trình thứ hai của hệ và phương trình thu được có bậc 
không nhỏ nhưng ý tưởng giải là rất rõ ràng. 


Bài 1: Giải hệ phương trình 


2x 3 + y{x + 1) = 4x 2 
bx 4 — 4x 6 = y 2 


Giải 


* Cách 1: 

Vì phương trình thứ nhất của hệ chứa nhiều y nên ta nghĩ đến việc rút y theo X và thế vào 
phương trình thứ hai của hệ. 


Ta có y = 


2x 2 {2 — x) 


(do X — — 


X + 1 


1 không là nghiệm của hệ). 
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Thay vào phương trình thứ hai của hệ ta có : 


4 /- 2 S 4x 4 {2-xf 
v y (x + 1) 2 








X = 0 

4x 4 + 8x 3 + 3x 2 — 26x + 11 = 0 
X = 0 => y = 0 
X = 1 =4» y = 1 


X = - =>• y = - 
2 2 


X = 0 

(5 — 4x 2 )(x 2 + 2x + 1) = 4(4 — 4x + X 2 ) 

X = 0 

(x - l)(2x - l)(2x 2 + 7x + 11) = 0 




1 1 , 

tế' a 


Vậy hệ đã cho có nghiệm: ( x;y ) = (0;0), (1; 1), 

© Nhận xét: Cách giải này có một ưu điểm là không Cần phải mánh khóe gì cả mà chỉ Cần biến 
đổi hết sức bình thường. Tưy nhiên, nó có một nhược điểm là nó chỉ giúp chúng ta giải qnyết 
bài toán đó thôi, còn con đường để sáng tác ra bài toán đó thì cách giải trên không thể làm rõ 
được. Để hiểu rõ được nguồn gốc của bài toán và đó là cách mà tác giả đã sáng tác bài toán 
trên, ta cùng xem qưa cách giải sau: 




+ Cách 2: 

Ta viết lại hệ như sau: 

2x 3 + y(x + 1) = 4x 2 
y 2 + 4x 6 — 5x 4 

Nhận thấy X = 0 y — 0, hay (x; y) — (0; 0) là một nghiệm của hệ. 

Với X Ỷ 0 ta có hệ 

2x + {x + 1) = 4 

S)C-. 

a + í,(|+l)=4 

a 2 + tí 1 = 5 

Đây là hệ đối xứng loại I. Việc giải hệ này không mấy khó khăn. 

© Nhận xét: Qua lời giải trên, ta thấy con đường để chế tác ra những hệ kiểu này là xuất phát 
từ một hệ đã biết thuật giải, chúng ta thay thế hình thức của các biến có mặt trong hệ và biến 
đổi rút gọn ta thu được một hệ có hình thức hoàn toàn xa lạ với cái hệ ban đầu. 

X + y + xy = 5 

X 2 + ỳ 2 = 5 


y 

Đặt a — 2x , b = —y ta có được hệ: 
x z 


Chẳng hạn: Từ hệ 


(lưu ý hệ này có nghiệm (1; 2)) 


y 

Ta thay thế X bằng và y bằng y 2 thì ta có hệ: 
2x d 


y . 2 ; ư . . 

i? +v + èĩ -5 

y 2 4 = r 

b +v = 5 




y(y 2 + 2 x 3 y + 1) = lOx 3 
y 2 ( 1 + 4x 6 y 2 ) = 20x 6 
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Vậy ta có hệ phương trình sau: 


y(y 2 + 2 x 3 y + 1) = lCte 3 
y 2 ( 1 + 4 x 6 y 2 ) = 2Cte 6 


Bài 2: Giải hệ phương trình 


X 2 — 2 xy + X + y = 0 (1) 

X 4 — 4 x 2 y + 3x 2 + y 2 = 0 (2) 


Giải 

Nhận thấy phương trình thứ nhất của hệ là phương trình bậc nhất đối với X nên ta rút X theo 
y và thế vào phương trình thứ hai để được phương trình một ẩn. 


Từ (1) suy ra y = 


x^ -\- X \ 

^- Y ( do X = ^ không là nghiệm của hệ), thay vào (2) ta được 


r tr^ ủ I r c 

X 4 — 4x 2 - - — + 3x 2 + 


2x - 1 


2 , 2 
X + X 


2x - 1 


= 0 ^ 


£ = 0 
/(z) = 0 


Với f(x) — x 2 (2x — l) 2 — 4(x 2 + x)(2x — 1) + 3(2x — l) 2 + (x + 1) 2 = 4x 4 — 12x 3 + lữx 2 — 6x + 4 
Ta có f(x) = 0 2x 4 — 6x 3 + 5x 2 — 3x + 2 = 0 <=> (x — l)(x — 2)(2x 2 + 1)—0-^x — ĩ,x — 2 

Vậy hệ đã cho có 3 nghiệm (x; y) — (0; 0), (1; 2), (2; 2) □ 

© Nhận xét: Cũng như ở ví dụ 1, cách giải trên chỉ giải qưyết được bài toán chứ không phải là 
con đường để sáng tác bài toán đó. Điều này thôi thúc chúng ta đi tìm một lời giải khác cho 
bài toán trên. Sự xuất hiện X 2 — 2xy và X 4 — 4x 2 y gợi cho ta nghĩ đến các hằng đẳng thức. Vậy 
ta thử viết lại hệ như sau: 

(x — y) 2 + X + y — y 2 = 0 
(x 2 — yj 2 + 3x 2 — 3 y 2 — 0 

Việc làm này cũng không mấy khả quan, vì khi nhìn vào hệ chúng ta cũng chưa phát hiện được 
mối liên hệ nào. Theo cách làm ở ví dụ 1 ta biến đổi: 

Nếu £ = 0=>!/ = 0 1à nghiệm của hệ. 

Nếu X Ỷ 0) ta có hệ 


X — 2y + 1+ - = 0 

X 

V 2 

x 2 -4y+^- + 3 = 0 
x z 


< 3 - 


X + - = 2y + 1 
(x + -Ỵ = Qy-3 


Sưy ra (2 y + l) 2 = 6y — 3. Đến đây thì bài toán trở nên đơn giản. 

Với cách giải trên, ta có thể tạo ra được rất nhiều hệ phương trình khác nhau, ở đây chúng ta 
chú ý rằng việc giải hệ cuối cùng quy về giải các phương trình bậc hai nên chuyện các hệ số 


nhận những giá trị nào không quan trọng. 

X + — = 4x 2 + 4 

» I X .2 

Chẳng hạn từ hệ ^ ỵ 9 , \ 2 d ua khai triển ta có hệ 

X H—- ] — X 2 

X 


2 y — 4x 3 — X 2 + 4x 
4 x 2 y + 4y 2 — —3x 2 


ở hai bài trên chúng ta giải theo phương pháp thế. Dấu hiệu nhận thấy là việc xuất hiện của 
một phương trình là phương trình bậc nhất đối với một ẩn. Bây giờ chúng ta chuyển qua xét 
một số hệ mà chúng ta thực hiện rút thế mà phương trình đối với một ẩn trong một phương 
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trình nào đó không phải là phương trình bậc nhất. 


Bài 3: Giải hệ phương trình 


X 3 — 8x = y 3 + 2 y (1) 
X 2 - 3 = 3(ỉ/ 2 + 1) (2) 


Giải 


Cách 1: 

Từ (2) ta suy ra: X 2 — 3 (y 2 + 2) (3) , thay vào (1) ta được: 


X 3 — 8x = y(y 2 + 2) = x(3x 2 — xy — 24) = 0 

o 


• Nếu X = 0 thay vào (3) ta thấy phương trình vô nghiệm. 

3x 2 — 24 

• Nếu y — — -— thay vào (3) ta được 

X 


X = 0 

3x 2 - 24 

y = —-— 1 

X 


X =3 


3x 2 - 24 


X 




X 2 = 9 


X 2 — 


96 ^ 
13 


+ 6« 13x 4 - 213x 2 + 864 = 0 

X = ±3 => y = ±1 

/96 . _v / 78 

X — ±\ — y — T —T7T- 

V 13 13 


Vậy hệ có 4 cặp nghiệm là: (x;y) — (±3; ±1), 



/96 y/78 

V Ĩ4 ;T T3~ 


□ 


© Nhận xét: Chúng ta nghĩ đến phép thế do phương trình thứ nhất chỉ chứa y 3 và y\ ở phương 
trình thứ hai của hệ lại chứa y 2 nên nếu ta thay y 2 vào phương trình thứ nhất thì phương trình 
thứ nhất của hệ trở thành phương trình bậc nhất đổi với ẩn y và ta thực hiện rút y như trên. 
Tưy nhiên, có lẽ đây cũng không phải là con đường chế tác bài toán trên. Từ nhận xét trên, ta 
thấy ở phương trình thứ nhất hai biến X, y lệch bậc nhau 2 bậc ( X 3 và X] y 3 và y), đồng thời 
phương trình thứ hai cũng lệch bậc nhau 2 bậc ( x 2 ,y 2 và hằng số). 

Điều này gợi ý ta tạo ra sự đồng bậc như sau: 


* Cách 2: 

Hệ đã cho tương đương 

(x 3 — y 3 — 8x + 2y _ _ 

: - 2 ^6(x 3 -y 3 ) = (8x + 2y)(x 2 -3y 2 ) 

[6 = X 2 -3y 2 

Đây là phương trình đẳng Cấp bậc 3. Việc còn lại để giải quyết hệ không còn khó khăn nữa. 


ị X 3 + 3xy 2 = —49 (1) 

Bài 4: Giải hệ phương trình < 

la: 2 - 8 xy + y 2 — 8y — 17x (2) 


Giải 
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Bài toán này đã có hai cách giải bằng hệ số bất định và ẩn phụ tổng - hiệu. Sau đây ta cùng 
xem qna hai cách giải khác: 


* Cách 1: 

^ _Ị_ qQ 

Ta thấy X = 0 không phải là nghiệm của hệ nên từ (1) suy ra y 2 — --—— (*) 

3x 

Thế vào phương trình (2) ta được 

qy* _Ị_ qQ 

X 2 — 8xy — -— -= 8y — 17 2 4y(x 2 + x) = 2x 3 + 51x 2 — 49 


3x 


43- 24 xy{x + 1) = (x + l)(2x 2 + A9x — 49) 


X — — 1 

2x 2 + 4Qx — 49 


y = 


24x 


• Nếư X = —1 thế vào (*) =>• y — ±4. 

2x 2 + 49x — 49 " s ... 

• Nêu y — -——-thê vào , ta có: 

u 24x v h 

X 3 + 49 ( 2x 2 + 49x — 49 \ 2 . _ , 3 , 

—192x(x 3 + 49) = (2x 2 + 49x — 49) 


3x 


24x 


Biến đổi rút gọn ta được: 

4x 4 + 4x 3 + 45x 2 + 94x + 49 = 0 (x + l) 2 (4x 2 — 4x + 49) =0<^>I = -1 


Vậy hệ có nghiệm: (x;y) — (—1;±4) □ 


Cách 2: 

Vì X = 0 không là nghiệm của hệ nên ta đặt y — tx. 
Khi đó hệ trở thành: 


x 3 (l + 3 í 2 ) = -49 

x 2 (l — 8t + í 2 ) = x(8t — 17) 


Ta viết lại hệ dưới dạng 


x 3 = 


X — 


-49 _ -49 _ -49 

1 + 3í 2 “ 49 + 3(í 2 - 16) “ 49 + 3a 
8Í-17 _ 8í — 17 b 

t 2 -8t + l - (í 2 - 16) - (8 1 - 17) “ 

49 b 3 


với a — t 2 — 16; b = 8t — 17 


= -— 49 (b 3 + (a — b) 3 ) + 3 ab 3 — 0 

49 + 3« (a-b) 3 { [ ’ ’ 


-v=> a [49 (b 2 — b(a — b) + (a — b) 2 ) + 3Ò 3 ] = 0 
a = 0 

[49 (b 2 - b(a -b) + (a - bý) + 3Ò 3 = 0 (*) 


• Với a = 0 -v=> í 2 = 16, thay vào hệ ta có X — — 1 =>- y — ±4. 

• Xét (*), khai triển và rút gọn, ta có: 


(*) ^ 49í 4 + 360Í 3 + 547t 2 - 360í + 304 = 0 ^ (í + 4) 2 (49t 2 - 32í + 19) = 0 4» t = -4 
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© Nhận xét: Hai cách giải trên đòi hỏi tính toán nhiều, và chưa thể nói lên ý tưởng của người 
ra đề. Đối với bài này cách giải hay nhất là dùng hệ số bất định (đã được đề cập trong chương 
Hệ phương trình). Xuất phát từ nghiệm X — — 1, ta sẽ tạo ra các phương trình chứa nhân tử 
(x + 1), từ đó khai triển để được một hệ mới. Ví dụ như hai bài sau: 

, v ( X 3 + 2xy 2 = 5 

Bài 4*: Giải hệ phương trình : < 

[ 2x 2 + xy + y 2 = ẩx + y 

{ .x 3 + y 2 = (x — y)(xy — 1) 

X 3 — X 2 + y + 1 — xy(x — y + 1) 


Bài 5: Giải hệ phương trình : 


1 + x 3 y 3 = 19x 3 
y + xy 2 — —6x 2 


Giải 


Vì X = 0 không là nghiệm của hệ nên hệ tương đương 

(với a = —) 

X 

Đặt s — a + y, p — a.y. Khi đó ta có 

S(S 2 - 3P) = 19 J s = 1 Ị a = 3 Ị a = - 2 

SP = — 6 \p = -6 \y = —2 Ị 7/ = 3 

1 1 

Vậy nghiệm của hệ là: (x; y) — (^; —2), (“ 2 ’ ^ 1=1 
© Nhận xét: Ngoài cách giải trên, ta có thể giải theo cách sau: 

Do X = 0 không là nghiệm của hệ, ta viết lại hệ dưới dạng 

6(1 + xy){ 1 — xy + x 2 y 2 ) = 6.19x 3 
19xy(l + xy) — —19.&X 2 


ị^+y 3 - 19 ^ ị a 3 + y 3 = 19 

1 y^- + y 2 - = -6 \a 2 y + y 2 a = -6 
V x 2 X 


Cộng hai phương trình của hệ lại ta được: (1 + xy)(6x 2 y 2 + 13 xy + 25) = 0 Đến đây, bài toán 
trở nên đơn giản. 


© Nhận xét:Cùng ý tưởng đó, ta có bài toán sau: 

y + xy 2 = 6x 2 


Bài 5*: Giải hệ phương trình 


1 I 2 2 _ r 2 

1 + X y = bx 


Bài 6: Giải hệ phương trình 


(x 2 + 1 )y 4 + 1 = 2 xy 2 (y 3 - 1) 
xy 2 (3xy A — 2) = xy 4 (x + 2 y) + 1 


Giải 
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Hệ đã cho tương đương 


x 2 y 4 + 2 xy 2 + 1 + y — 2 xy 5 — 0 
3 x 2 y ỗ — 2 xy 2 — x 2 y 4 — 2 xy 5 — 1=0 

í x2 + + TÃ - 2xy = _1 

) r r 


2x 1 

3£ 2 y 2 — —y — X 2 — 2 xy —-7=0 (do y=0 không là nghiệm của hệ) 

/ 1 |Z />/4 


X 4- —- ) — 2 xy = —1 


3 X y — 2 xy — Ị aH—- = 0 


Đặt a — x + -4-, 6 = xy, ta có hệ 


a 2 -2b = -1 


a 2 = 26 - 1 


a — 36 + 26 = 0 36 — 46 + 1 = 0 a = ±1 


6 = 1 


Nến a = 6 = 1 : = 


Nến a = —1; 6=1: = 


£+^7 = 1 X = - 

r ^ < y 


xy = 1 


ỳ -y- 1=0 


£ + 4- = -1 £ = - 


xy — 1 


Võ - 1 

2 

1 +Võ 


(vô nghiệm) 


y + y +1 = 0 


Vậy nghiệm của hệ đã cho là: (x;y) = ( 1 ệ 1± y^ 


Bài 7: Giải hệ phương trình 




3y — X — 


14x — 3 x 2 y — 9 xy 2 
X + 3 y 


X — 


1 +Võ 

2 

1 - y/E 


Từ phương trình thứ hai, ta có 
Hệ đã cho tương đương với: 


3y ^ X 
X + 3y Ỷ 0 


(x 2 — 2x + 4)(x 2 + 2) = 6 x 5 y 

2 _ 4x - 3z 2 y - 9 x 2 y 2 o 
v y ’ x + 3y 

\ X 6 + 8 = 6 x 5 y 


X 6 + 8 = 6 x 5 y 

2 2 4x 

9y — 6xy + X = ———-3 xy 

X + 3y 


( X 6 + 8 = 6 x 5 y ( X 6 + 8 = 6x 5 y 

Ị (x 2 — 3xy + 9y 2 )(x + 3y) = 4x Ị X 3 + 27y 3 = 4x 


Vì X = 0 không là nghiệm của hệ, nên ta có 


.8 6 y 

1 H-y = — 

X 

, 27y 3 4 

1 + —V- = -- 

X 3 X 2 
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2 3 y 

Đặt a — > 0, b — —, ta thu được hệ 

X 2 X 

1 + a 3 = 26 í 1 + a 3 = 2b ị a — b 

1 + ò 3 = 2 a y (a — b ) (a 2 + ab + b 2 + 2) = 0 [ a 3 — 2a + 1 = 0 

|a=6 í a = 6 

'\(a-l)(a 2 + a-l)= 0 ^ị a= i ia= zl±i! 


• Với a = b = 1, ta có: 




Giải 
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Từ đó ta tìm được: 


u — 1 

y = 2 


u — 2 
y = l 


• Với u = l=>a = l<=t’X — - = 1 ^ X 2 — X — l = 0<^>a: = 


ĩ±vỏ 


choXQSX &; 


2 

1± VTf 


1 □ 


Bài tập tự luyện 


Giải các hệ phương trình sau: 

{ yjx + y/ỹ + sjx- y/ỹ = 2 

\Jy+Vx~ yjy-y/ỉ= 1 

I X 2 - xy + I/ 2 = 3(x-y) 
\x 2 + xy + y 2 — 7(x — yj 2 
í X + y + \/a; — ữ = 8 


ỉ/aA - y = 2 

X 3 + 3aư/ 2 = 6;ry — 3a; — 49 
X 2 — 8 xy + y 2 = 10 y — 25x — 9 
X 4 + 2 x 3 y + x 2 y 2 — 2x + 9 
X 2 + 2 xy = 6x + 6 
X 2 + y + x 3 7/ + xy 2 + xy — —- 

5 

X 4 + y 2 + xy( 1 + 2x) = — 7 
OT2/ + a; + y = X 2 — 2 y 2 
X\j2y — y\Jx — 1 — 2x — 2y 
X 4 — x 3 y + x 2 y 2 — 1 
X 3 Ỉ/ — X 2 + xy = — 1 
£ + 7/^4 

(x 4 + y 4 )(x 7 + 2/ 7 ) = X 11 + 2 / 11 

y + - 12 y + 1 = + 17 ) 

I X 2 2a; X 3 X 2 y 

% + T = Y% + T - 2 

í y 6 + I/ 3 + 2x 2 = \Jxy — x 2 y' 2 
Ị 4aư/ 3 + y 3 + ^ ^ 2x 2 + ^/l + (2x — 2/) 2 
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Phụ lục 1 : GIẢI TOÁN BẰNG PHƯƠNG TRÌNH - 

HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


Bài 1 (IMO 1967): Trong 1 cuộc thi đấu thể thao, tổng số huy chương là m, được phát 
trong n ngày thi đấu. Trong ngày thứ nhất, người ta phát 1 huy chương và ỹ số huy chương 

1 . 

còn lại. Ngày thứ hai, người ta phát 2 huy chương và - số huy chương còn lại. Những ngày 
còn lại tương tự. Ngày saư cùng còn lại n huy chương để phát. Tính m, n? _ 

Giải 


Giả sử số huy chương còn lại khi bắt đầu ngày thi đấu thứ r là m r . 

_ 1 „ . W I 6 (m k -k) 

Khi đó m 1 = m, m n — n và v/e < n : - - - 1 = mk +1 


Ta biến đổi: 


7 


m=1+2 '6 +3 '(ỉ) + -+ n il 


n— 1 


= 36 


i-(„+i).(<Q +n (l 


71+1 


. Wn-6\> |6 n 1 | 

Do (6; 7) = 1 =► n - 6 : 6™" 1 =► 

n- 6 = 0 

Dễ thấy chỉ có n — 6 thoả. Vậy m — 36. □ 
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7 n (n - 6) 

gn-1 


Bài 2 (APMOPS 2004): Một đồng cỏ phát triển theo một tốc độ không đổi: 
200 con cừu ăn hết cỏ trong 100 ngày. 

150 con cừu ăn hết cỏ trong 150 ngày. 

Hỏi 100 con cừu ăn hết cỏ trong bao nhiêu ngày? _ 


Giải 

Giả sử mỗi con cừu ăn hết 1 “miếng” cỏ mỗi ngày, vậy trong 100 ngày 200 con cừu sẽ ăn hết 
20000 “miếng” cỏ, tương tự, 150 con cừu sẽ ăn hết 22500 “miếng” cỏ trong 150 ngày. 

Đặt X (đơn vị: “miếng” cỏ) là lượng cỏ ở đồng cỏ ban đầu, a là tốc độ mọc cỏ (đơn vi: “miếng” 
cỏ/ngày), t là thời gian để 100 con cừu ăn hết đồng cỏ (đơn vi: ngày), từ giả thiết, ta có hệ: 

X + 100a = 20000 (1) 

< X + 150a = 22500 (2) 

X + at — 100Í (3) 

Từ (1) và (2) ta suy ra X = 15000, a — 50, vậy từ đây ta dễ dàng suy ra t — 300 □. 
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Bài 3: Một người cha khi chết để lại di chúc phân chia gia tài cho các con là các đồng tiền 
vàng như sau : con cả đuỢc 100 đồng và ^ số còn lại , người con thứ hai được 200 đồng 

1 1 
và — số còn lại, người con thứ ba được 300 đông và — số còn lại,.Cứ như vậy cho đến 

khi gia tài được chia hết thì số tiền mỗi con bằng nhau. Hỏi người cha có bao nhiêu đồng 
tiền vàng, có bao nhiên con và mỗi người được chia bao nhiên đồng tiền vàng? _ 

Giải 


Gọi số tiền của cha là X (đồng) (X > 0) 

X — 100 

Con cả được 100 + 


10 


X — 300 — 


X — 100 


Con thứ hai được 200+ 


10 


10 

x — 100 

_ -| nn X — 300 — 7“ 

Cho 100 + „1° = 200 + -— 10 


10 


10 


Giải phương trình trên ta tìm được X — 8100 nên có 9 người con và mỗi người con được 900 
đồng. □ 


Bài 4: Một nhóm gồm 21 người đã đi du lịch đến các nước Anh, Pháp, Ý, trong đó mỗi 
người đi ít nhất 1 nước và không ai đi cả 3 nước, biết rằng: 

Số người đã đi được 2 nước Ý và Anh gấp đôi số người đã đi được cả 2 nước Pháp và Ý. 

Số người đi được Pháp và Y lại gấp đôi số người đi Anh và Pháp. 

Số người chỉ đi Y (không đi Pháp và Anh) hơn số người chỉ đi Anh (không đi Pháp và Y) 
là một người và bằng số người đã đi Pháp. 

Hỏi: 

a/ Hãy tìm số người đi đúng 1 nước. 

b/ Hãy tìm số người đi ít nhất 1 trong 2 nước Anh và Pháp. 

Giải 

Gọi A,P,Y là tập hợp số người đi đến các nước Anh, Pháp, Ý. Gọi x,y,z là số người chỉ đi 
Anh, Pháp, Y. Gọi t là số người đi cả 2 nước Anh và Pháp, thì số người đi Pháp và Y là 2 1, 
còn số người đi 2 nước Y và Anh là 4 1. 

Theo đề bài ta có hệ phương trình: 

X + y + z + 7t = 21 (1) 

< z = X + 1 (2) 
z — y + 3t (3) 

Từ (1) => 7t < 21 => t < 3 

Từ (1); (2); (3) ^ 3z + 4í = 22 => (í - 1) : 3 

Mà0^í<2=>í=l 

Khi t = 1 thì: 

X + y + z = 14 
z = X + 1 

z = y + 3 






364 


Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Do đó (x; y, z) — (5; 3; 6) 

Vậy có 14 người chỉ đi đúng 1 nước, ít nhất 15 người đi ít nhất 1 trong 2 nước Anh và Pháp. □ 


Bài 5: Một người đi xe đạp điện dọc đường tàu điện và nhận thấy rằng: cứ 7 phút có 1 
đoàn tàu chạy cùng chiều với anh ta và cứ 5 phút có 1 đoàn tàu chạy ngược lại. Hỏi cách 
nhau bao nhiêu phút thì ở ga đầu tiên có 1 đoàn tàu khởi hành? Biết rằng, các đoàn tàu 
khởi hành sau những khoảng thời gian như nhau và chuyển động với vận tốc không đổi, 
không dừng lại bất kì nơi nào trên đường và người đi xe đạp điện cũng đi với vận tốc không 
dối. _ 

Giải 


Đặt t là khoảng thời gian xuất phát giữa 2 tàu điện (tính bằng phút), x,y lần lượt là vận tốc 
của tàu điện và xe đạp (đơn vị độ dài/phút, X > y), ta có khoảng cách giữa 2 tàu điện là xt. 
Giả sử khi gặp một tàu điện, thì khi đó xe đạp sẽ cách tàu đi ngay sau đó là xt, theo công thức 
khi 2 xe đi ngược chiều, ta có 

xt — 5(x + y) (1) 


Tương tự, ta cũng có 


xt = 7(x — y) (2) 

Từ (1) và (2) ta suy ra được X — 6 y, thế vào (1), ta lại có 6 yt — 7(6 y — ỳ) =>• t — 

35 

Vậy 2 tàu khởi hành cách nhau phút □. 

6 


35 

~ 6 ~ 


Bài 6: Một hồ nước được cung Cấp bởi 3 vòi nước. Biết rằng nếu từng vòi cung Cấp nước 
cho hồ thì vòi thứ nhất làm đầy hồ nhanh hơn vòi thứ hai là 5 giờ, vòi thứ ba lại làm đầy 
hồ nhanh hơn vòi thứ nhất là 4 giờ. Còn nếu vòi thứ nhất và thứ hai cùng cung Cấp nước 
cho hồ thì thời gian chúng làm đầy hồ bằng thời gian của vòi thứ ba. Hỏi nếu cả 3 vòi cùng 
cung cấp nước cho hồ thì chúng sẽ làm đầy hồ trong bao lâu? _ 


Giải 


Gọi thời gian vòi thứ ba làm đầy hồ là t (giờ), t > 0. 

Thời gian vòi thứ nhất làm đầy hồ là t + 4 (giờ). 

Thời gian vòi thứ hai làm đầy hồ là t + 9 (giờ). 

, " " 1 1 

Trong 1 giờ, vòi thứ nhất và thứ hai chảy được ị + ị + 9 hồ nước và vòi thứ ba chảy được 

- hồ nước. 
t 

Theo đề bài,ta có phương trình: 

11 _ 1 
t + 4 t + 9 t 


Tương đương: 


t(t + 9) + t(t + 4) — (í + 4) (í + 9) 


Ta tìm được t = 6. 

Vậy trong 1 giờ, cả ba vòi chảy được: 


1 1 1 _ 1 
t + 4 t + 9 t 3 
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Vậy nếu cả ba vòi cùng cung cấp nước thì sau 3 giờ hồ sẽ đầy. □ 


Bài 7: Có 3 đội xây dựng cùng làm chung một công việc. Làm chung được 4 ngày thì đội 
III được điều động làm việc khác, hai đội còn lại cùng làm thêm 12 ngày nữa thì hoàn 
thành công việc. Biết rằng năng suất đội I cao hơn năng suất đội II, năng suất đội III là 
trung bình cộng của năng suất đội I và II. Nếu mỗi đội làm một mình một phần ba công 
việc thì mất 37 ngày mới xong. Hỏi nếu mỗi đội làm một mình thì bao nhiêu ngày xong 
cống việc trên? _ 

Giải 


Gọi thời gian để các đội I, II, III làm riêng xong công việc lần lượt là X, y, z (đơn vị: ngày). 
Theo đề bài,ta có hệ phương trình: 


/1 1 1\ /1 1 

4 1 —I-I— ] + 12 ( —I— 

y Z J \ x y 

\ \ ( 2 ) 

X y 

l = ị(l + l 

z 2 \x y 
x + y + z = 37 


= 1 


( 3 ) 

( 4 ) 


Từ (1) và (3) ta 
Từ (3) ta suy ra 


/2 , 1\ , _ 2 

có: 4 ( - + 4 ) + 12.- = 1 -v=> z = 36 
\z z J z 
1 1 1 

—I— = —, kết hợp với (4) ta sẽ có: 
X y 18 


( 1 ) 


{ X + y = 75 
xy = 1350 


Do đó X, y là nghiệm của phương trình: X 2 — 75x + 1350 = 0 =>■ Xị = 30 và x 2 — 45 

Vậy thời gian Cần để các đội I, II, III hoàn thành công việc lần lượt là 30 ngày, 45 ngày, 36 ngày. □ 


Bài 8: Trong kỳ thi học sinh giỏi của trường, nếu sắp mỗi phòng thi 22 học sinh thì thừa 
1 em, nếu giảm 1 phòng thi thì số học sinh được chia đều cho mỗi phòng. Tính số học sinh 
tham gia kỳ thi biết rằng một phòng thi không chứa quá 40 học sinh. _ 

Giải 

Gọi số phòng thi là X (x G N, đơn vị: phòng). 

Theo đề bài, nếu sắp mỗi phòng thi 22 học sinh thì thừa 1 em nên tổng số học sinh là 22x + 1 
(em). 

Số phòng sau khi giảm là X — 1 (phòng). 

Do lúc này số học sinh chia đều cho mỗi phòng nên 22x + 1 : X — 1 
Mà 22x + 1 = 22(x — 1) + 23 23 : X •“ 1 X = 2 hoặc X = 24 

Tại X = 2, số học sinh có là 45 em, khi ấy số học sinh ở mỗi phòng sau khi giảm 1 phòng là 45 
em (trái với giả thiết). 

Tại X — 24, số học sinh có là 529 em, điều này phù hợp với đề bài. 

Vậy có tất cả 529 học sinh. □ 
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Phụ lục 2: PHƯƠNG TRÌNH VÀ CÁC NHÀ TOÁN 

HỌC NỔI TIẾNG 


I. LỊCH SỬ PHÁT TRIỂN CỦA PHƯƠNG TRÌNH 
Có mấy cách giải phương trình bậc hai? 

Lịch sử phương trình bậc hai bắt nguồn từ nền văn minh Babilon cổ đại (khoảng 1800 năm 
trước công nguyên). Lúc đó họ đã biết cách giải tất cả các phương trình bậc hai nhưng không 
diễn đạt trong tập số thực. 

Vào khoảng 1500 năm trước công nguyên,trong một tác phẩm của người Ai Cập về các bài 
toán cụ thể đã có những ví dụ về giải phương trình bậc hai. 

Trường phái Pythagores (thế kỷ VI trước công nguyên) đã giải phương trình bậc hai bằng hình 
học và về san người ta gọi là phương pháp Pythagores. 

ở thế kỷ III trước công nguyên,người Hy Lạp cổ đại đã biến việc giải phương trình bậc hai 
thành cơ sở cho toàn bộ hình học của họ và để có thể làm việc trong tập hợp số thực,họ đã thay 
thế các tính toán của người Babilon bằng các phép dựng hình bằng thước thẳng và compa.Tny 
vậy họ chỉ tính toán tập hợp số hữu tỷ dương,cho nên có nhiều phương trình bậc hai họ không 
giải được.Phải chờ đến thế kỷ XVI,khi xuất hiện số phức thì mới giải được tất cả các phương 
trình bậc hai. 

ở Trung Hoa cổ đại,cách giải phương trình bậc hai cũng được trình bày trong bộ sách “Sách 
toán chín chương”,trong cuốn “Trương Khâu Kiện toán kinh” và trong cuốn “Sổ thư cửu chương”. 

Người Hindư thừa nhận một phương trình bậc hai có lời giải thực thì có hai nghiệm hình 
thức.Họ thống nhất phép giải đại số các phương trình bậc hai bằng phương pháp bổ snng bình 
phương quen thuộc,do vậy ngày nay phương pháp này được gọi là phương pháp Hindư. 

Như ở thời cổ đại,người Babilon,người Ai Cập,người Hy Lạp,người trưng Hoa,... đã biết cách 
giải phương trình bậc hai nhưng công thức nghiệm thì mãi đến năm 825 nhà toán học Al- 
Khowarizmi mới lập được.Ong đã giải phương trình bậc hai bằng đại số và hình học.Ong viết: 

X 2 + px + q = 0 thành ịx + - J = —— q 
Từ đó ông đã tìm được nghiệm: 
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p ọ 

Về sau ông lại giải theo cách khác,ông đặt z — X - vầk thay vào phương trình đần để được 



Việc giải phương trình này trở thành đơn giản. 

Trong chương trình đại số lớp 9 đã có công thức tính nghiệm của phương trình bậc hai dạng 
chính tắc ax 2 + bx + c = 0 bằng cách đặt A = b 2 — 4 ac Nến A < 0 thì phương trình vô nghiệm. 
Nến A = 0 thì phương trình có nghiệm kép: 

b 

X\ = Xo = —— 

2 a 


Nếu A > 0 thì phương trình có hai nghiệm phân biệt: 


Xi = 

x 2 = 


—b + ỰÃ 

2 a _ 

—b — VÃ 

2 a 


Francois Viete (1540-1603) người Pháp đã đưa ra hệ thức của hai nghiệm này: 

( b 

\Xi + x 2 = -- 
/ a 

1 X1X2 = - 

v a 


Hệ thức này về sau được mang tên ông (hệ thức Viete). 



Francois Viete (1540-1603) 

Ngoài ra còn có các cách giải phương trình bậc hai bằng hình học sau đây: cách của Sir 
John Leslic (1766-1832). người Anh trong cuốn “Các cơ sở của hình học”, cách của Thomas 
Carlyde (1795-1881) người Anh, học trò của Leslic,... 

Phương trình vô định bậc hai 2 ẩn y 2 — ax 2 + 1 trong đó a là số nguyên dương không chính 
phương được Brahma Gupta và Bhaskara người An Độ giải. Người ta gọi là phương trình Pell. 
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Lý thuyết đầy đủ về phương trình được Joshep-Louis Lagrange (1736-1813), người Pháp hoàn 
tất vào 1766-1769. 


Cuộc thách đố chấn động thế giới toán học 

Như chúng ta đã biết, việc tìm lời giải cho phương trình bậc 3 là khá phức tạp và công thức 
nghiệm là khá cồng kềnh. 

Trong một bản Babilon tìm thấy có các giá trị của n 3 + n 2 với n — 1 đến n — 30 và như vậy 
chúng ta cũng tìm được nghiệm của 30 phương trình bậc 3 đặc biệt. Nhà toán học Neugebauer 
tin rằng người Babilon hoàn toàn có thể quy một phương trình bậc 3 tổng quát về dạng “chuẩn” 
X 3 + X 2 = c. 

ở Trung Hoa, bộ sách “Chức cổ toán kinh” của Vương Hiến Chương viết vào đầu thời Đường 
(thế kỷ VII) có nêu cách giải phương trình bậc 3 tổng quát bằng đại số. Trong bộ sách “Số thư 
cửu chương”, Tần Cửu Thiều cũng đưa ra phương trình bậc 3. Nhưng sau đó, người Trung Hoa 
đã quá chú ý đến phương pháp đại số trên bàn tính, mà ít chú ý sử dụng các ký hiệu đại số 
như đang dùng, do vậy từ thế kỷ VII nền toán học Trung Hoa bắt đầu lạc hậu so với Phương Tây. 

Ornar Khayyam (1048-1122) ở Khorasan đã giải phương trình bậc 3 bằng hình học một cách 
độc đáo. 

Sau Al-Khowarizmi đã có nhiều nhà toán học đi tìm cách giải phương trình bậc 3 một cách 
miệt mài. Nhưng trải qưa suốt 7 thế kỷ, ngoài việc tìm được cách giải của những phương trình 
khác thì không có bước tiến nào cho việc giải phương trình bậc 3. Vì vậy đã có người tỏ ra 
chán nản, cho rằng phương trình bậc 3 có thể không có thực. Nhưng giáo sư Scippionel del 
Ferro (1465-1526) người Italia, Trường đại học Tổng hợp Bologna thì không như vậy. Ong vẫn 
tiếp tục con đường của mình là để tâm miệt mài nghiên cứu Vấn đề hóc búa lúc bấy giờ là giải 
phương trình bậc 3. Trời đã không phụ ông, vào một ngày “không thể tin được”, ông đã tìm ra 
bước đột phá và đến năm 1505, ông tuyên bố đã tìm ra cách giải đặc biệt cho phương trình: 

X 3 + mx — n (với m, n > 0) 


Vào thời đó, mọi người đềư giữ bí mật cách giải của mình, vì vậy việc Ferro giữ kín bảo bối 
cũng là điều không có gì lạ. Nhưng đáng tiếc là, ông đã không có dịp nào để công bố thành 
tựu của mình. Mãi đến khi sắp qna đời, ông mới để lại bí mật này cho người con rể tin cẩn là 
Anabel Nova. Nhưng về sau, một môn sinh của Ferro là Antonio Fior đã lấy cắp bảo bối của ông. 

Trong trường phái Italia thì Fontana (1500-1557) cũng đi tiên phong trong việc tìm cách giải 
phương trình bậc 3. 
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Niccolo Tartaglia (1499-1557) 


Bây giờ lại nói đến một nhà toán học khác, đó là Niccolo Tartaglia (1499-1557). Thời thơ 
ấu của ông trôi qua thật nặng nề. Ong sinh ra ở Brescia miền bắc Italia nên được gọi là Niccolo 
của Brescia và thường được gọi là Tartagli vì lúc nhỏ ông bị quân Pháp làm hại dã man. Lúc 
ông mới 13 tuổi thì quân Pháp tràn vào Brescia. ông cùng với người cha (lúc đó là người đưa 
thư) và dân chúng chạy trốn vào ngôi nhà thờ để ẩn nhưng quân Pháp rượt theo và thảm họa 
đã xảy ra: người cha bị giết chết còn cậu bé bị chém vào hàm và miệng, vết thương ở vòm 
miệng làm ông nói năng rất khó khăn nhưng ông có tư chất thông minh lại ham học. San khi 
mẹ ông qua đời, ông phải tự đi tìm đường sống cho mình. Ong học vật lý, toán học và tỏ rõ tài 
năng rất sớm, được nhiều người thời đó kính phục. 

Vào năm 1530 một nhà toán học đã đưa ra cho ông hai câu hỏi mang tính thách thức, nhằm 
hạ uy tín của ông: 

1. Tìm một số mà lập phương cùng với 3 lần bình phương thì bằng 5. 

2. Tìm ba số mà trong đó số thứ hai lớn hơn số thứ nhất là 2, số thứ ba lớn hơn số thứ hai là 
2 và tích của chúng là 1000. 

Đây thực chất là tìm nghiệm của phương trình bậc 3, với phương trình ở câu hỏi 1 là: 
X 3 + 3x 2 — 5 = 0 và câu hỏi 2 là: X 3 + 6x 2 + 8x — 1000 = 0 Ồng đã tìm được nghiệm của 
cả hai phương trình này nên ông ngày càng nổi tiếng. 

Các môn sinh của Ferro cũng tuyên bố đã giải được phương trình bậc 3. Không ai chịu ai nên 
cuối cùng các nhà toán học Italia quyết định mở cuộc thách đấu giữa hai bên, mỗi bên đưa ra 
30 bài toán làm trong 2 giờ. 

Sắp đến ngày thi, Tartaglia cảm thấy nao núng vì ông là người tự học, sợ không bảo vệ được 
cách giải của mình. Ong suy nghĩ rất nhiều, đưa ra nhiều phương án khác nhau và trước ngày 
thi 8 ngày, ông đã tim ra phương pháp mới để giải phương trình bậc 3. 

Ong học thuộc cách giải mới và nghĩ ra 30 bài toán mà chỉ có cách giải này mới thực hiện được. 

Vào ngày 22/2/1535, các nhà toán học kéo về thành phố Milan để dự cuộc so tài. Ba chục bài 
toán mà mỗi bên đưa ra đều là phương trình bậc 3. Tartaglia đã giải 30 bài toán mà đối phương 
đưa ra trước giờ quy định, trong khi nhóm môn sinh Ferro không giải được bài nào trong số 
30 đề toán của Tartaglia. Như vậy cuộc thi kết thúc và phần thắng tuyệt đối thuộc về Tartaglia. 
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Girolamo Cardano (1501-1576) 

Tin tức được truyền đi làm chấn động cả giới toán học. ở thành phố Milan có một người đứng 
ngồi không yên, đó là Girolamo Cardano (1501-1576). Ong không chỉ là thầy thuốc nổi tiếng 
khắp châu Âu, mà còn là một nhà toán học tài ba, dạy toán và có nhiều công trình nghiên cứu 
về toán học. Ong chuyên tâm nghiên cứu phương trình bậc 3 nhưng chưa có kết quả. Cho nên 
khi nghe tin Tartaglia đã giải được phương trình bậc 3, ông hy vọng sẽ được hưởng một phần 
thành tựu của Tataglia. 

Lúc này Tartaglia đã nổi tiếng khắp châu Au nhưng ông lại không muốn công bố rộng rãi công 
trình của mình. Ồng chỉ viết lại trong tác phẩm “Nguyên tắc hình học”, cho nên trong tủ sách 
của nhiều người khó lòng có được tác phẩm của Tartaglia. 

Với thái độ chân tình, hiếu học, sau nhiều lần Cardano đề nghị, năm 1539 Tartaglia đồng ý 
truyền lại những bí quyết cho Cardano. Nhưng Cardano đã không tôn trọng lời hứa, năm 1545 
đã giới thiệu cách giải phương trình bậc 3 với lời giải thích của mình trong cuốn “Ars magna”. 
Cardano viết: 

“Khoảng 30 năm trước, Ferro đã tìm được phương pháp giải này, đã truyền lại cho người khác 
và đã từng tranh luận với Tartaglia, Tartaglia cũng phát hiện được phương pháp này. Tôi đã 
nhiều lần đề nghị thiết tha và cuối cùng Tartaglia đã truyền đạt cho tôi phương pháp giải 
nhưng lại không chỉ cho tôi phương pháp chứng minh, vì vậy buộc tôi phải tìm ra nhiều cách 
chứng minh. Vì nó rất khó, tôi xin mô tả nó như sau:. . . ” 

Sau đó cuộc tranh cãi về bản quyền cách giải này đã nổ ra gay gắt nhưng cuối cùng lẽ phải đã 
chiến thắng và người ta công nhận lời giải đó là của Tartaglia. Tuy vậy Cardano vẫn nổi tiếng 
nhờ công bố cách giải này. 

về sau Cardano còn đưa ra cách giải khác cho phương trình X 3 + rnx — n với m, n > 0 như 
sau: Đặt X — u + V thay vào phương trình được: 

u 3 + V 3 + (3 uv + m){u + v) — n — 0 

Việc giải phương trình trên tương đương việc giải hệ phương trình: 

{ 3 uv + m — 0 
u 3 + V 3 — n — 0 
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hoặc 

2 m 3 

co — neo — —— = 0 
27 

Trong một cuốn sách của Trung Qnốc lại nói rằng, saii 2 năm Cardano công bố cách giải 
phương trình bậc 3 thì trong bài “Những câu hỏi và phát minh”, Tartaglia đã phê phán thái độ 
thiếu trung thực của Cardano và yêu cầu thành phố Milan tổ chức tranh luận công khai với 
Cardano. Đến ngày gặp nhau để tranh luận thì không phải Cardano mà lại là một học trò tài 
ba của Cardano, đó là Lodovico Ferrari (1522-1565). Ferrari không những nắm được cách giải 
phương trình bậc 3 mà còn giải được phương trình bậc 4 nên Tartaglia đã chịu thất bại. Từ đó 
Tartaglia như bị vết thương lòng và ôm hận đến lúc chết. 


Trong cuốn “Lịch sử toán học” của Howard Eves người Mỹ xuất bản năm 1969 lại viết: “. . . 
những lời phản đối mãnh liệt của Tartaglia đến tai Ferrari nên người này đã lập luận cho thầy 
của mình rằng, Cardano có được thông tin Cần cho mình từ Ferro qua một người thứ ba và lên 
án Tartaglia là ăn Cắp ý tứ cùng một nguồn đó. . . ” 

Cho dù các lời đồn thổi như thế nào nhưng cuối cùng lời giải được lưu truyền đến ngày nay 
với tên gọi chung là công thức Cardano-Tartaglia: 


3 n 

x= vi + 


2 ) + ly 


2 ) + ly 


Cũng Cần nói thêm rằng, công thức trên là công thức nghiệm của phương trình bậc 3 chưa đầy 
đủ. Tưy nhiên, từ phương trình bậc 3 đầy đủ (chính tắc hay hoàn chỉnh): 

ax 3 + bx 2 + cx + d = 0 

đến phương trình X 3 + mx — n chỉ cần đặt: 

b 

y = x + — 
ẩa 

Năm 1572, Bombelli cho công bố một cuốn sách đại số góp phần đáng kể vào việc giải phương 
trình bậc 3. Trong các sách giáo khoa về lý thuyết các phương trình cho biết rằng, nếu 

/Ỵị\2 /Tĩl\3 

^ V 3 / ^ âm thì phương trình X 3 + rnx — n có 3 nghiệm thực. Nhưng trong trường 

hợp này, các nghiệm đó được biểu thị bằng hiệu của hai căn bậc 3 của các số phức liên hợp. 
Điền tưởng chừng bất thường này gọi là “trường hợp bất khả quy của phương trình bậc 3” đã 
làm bận tâm đáng kể các nhà đại số học thời xưa. Bombelli đã chỉ ra tính thực của các nghiệm 
thoạt nhìn là không thực trong trường hợp bất khả quy. 

Trong cuốn “Canon mathematicus seu ad triangnla” của Viete xuất bản năm 1579, tác giả có 
gợi ý một cách giải bằng lượng giác cho trường hợp bất khả quy của các phương trình bậc 3. 
Trong luận văn của Viete thấy có cách giải rất đẹp san đây cho phương trình bậc 3: 

X 3 + 3 ax = 2 b 

Phương trình trên là một dạng mà phương trình bậc 3 nào cũng có thể quy về được. Nếu đặt: 


x = - - y 

y 
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thì phương trình trên trở thành: 

y 6 + 2 hy 3 = a 3 

Đây là phương trình bậc 2 của y 3 j ta có thể tìm ra y rồi sau đó là X. 
về phương trình X 3 + 3 ax — 2 b thì Isaac Newton (1642-1727) cũng có cách giải. 

Những vinh quang sau khi đã qua đời 

ở châu Âu đến thế kỷ XVI, khoa học tự nhiên đã phát triển rất nhanh chóng. Truyền thuyết 
tôn giáo cho rằng,Thượng Đế sinh ra thế giới và Trái Đất có hình vuông. Những phát kiến địa 
lý của Christophe Columbus (1451-1506), Fernand de Magellan (1480-1521) và những người 
khác đã chứng minh đầy đủ rằng Trái Đất có hình cần, đó là điền không thể chối cãi được. 
Phát minh về địa lý của Galileo đã đem lại cho nhân loại những nhận thức mới về vũ trụ. Toán 
học được suy tôn là “nữ hoàng” của khoa học tự nhiên. Từ thế kỷ XVI đến thế kỷ XVIII xuất 
hiện hàng loạt các nhà toán học kiệt xuất, họ đã đưa nền toán học lên một đỉnh cao mới. Sự 
xuất hiện phương pháp tọa độ, ứng dụng của số phức, sáng tạo ra vi-tích phân,... đã kết hợp 
nghiên cứu thế giới khách quan trong trạng thái tĩnh và động.Vào thời gian đó, cả châu Âu 
gần như đã bỏ lại đằng sau sự trì trệ của thời Trung cổ. Trong tiến trình phát triển đó,toán 
học luôn đi tiên phong. 

Nhưng ở nhánh phương trình đại số thì tình hình lại không hoàn toàn như vậy. Do cuộc thách 
đố chấn động cả thế giới toán học vào đầu thế kỉ XVI nên người ta đã tìm được cách giải 
phương trình bậc ba, bậc bốn. Từ giữa thế kỷ XVI trở đi, người ta bắt đầu đi sâu nghiên cứu 
phương trình bậc năm. Các nhà toán học đã phân tích tỉ mỉ cách giải phương trình từ bậc hai 
đến bậc bốn. Nến một phương trình có nghiệm viết được bằng công thức đại số của các hệ số 
thì được gọi là phương trình giải được bằng căn thức. Trước thời Bombelli và Viete người ta 
đã xác định được công thức tổng quát để tính nghiệm của phương trình từ bậc 1 đến bậc bốn. 
Không bao lâu, sau khi giải được phương trình bậc ba thì phương trình bậc bốn tổng quát 
cũng có cách giải đại số. Việc giải phương trình bậc bốn tổng quát quy về việc giải một phương 
trình bậc ba liên kết. 

Năm 1540, Znanne de Tonini da Coi người Italia đã đề nghị Cardano giải bài toán dẫn đến 
phương trình bậc bốn nhưng Cardano không giải được, mà học trò là Ferrari lại giải được và 
sau đó Cardano đã công bố cách giải này trong cuốn “Ars magna” của ông. 

Cách giải của Ferrari viết gọn theo cách ký hiệu hiện nay như sau: biến đổi đơn giản sẽ quy 
một phương trình bậc bốn chính tắc (đầy đủ) về dạng: 

X 4 + px 2 + qx + r = 0 

Từ phương trình trên, biến đổi được 


4 I í~) 2 I 2 _ 2 I 2 

X + 2px + p = px — qx — r + p 


hoặc 


(x 2 + p) 2 = px 2 — qx — r + p 2 
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Với y bất kỳ, từ phương trình trên ta có: 

(. X 2 + p + y) 2 — px 2 — qx — r + p 2 + 2 y(x 2 + p) + y 1 = (p + 2y)x 2 — qx + (p 2 — r + 2 py + y 2 ) 
Bây giờ ta chọn y để vế phải của phương trình trên là một bình phương. 

Đây là trường hợp khi: 4 (p + 2 y)(p — r — 2 py + y) — q = 0 

Đây là phương trình bậc ba của y nên đã tìm được cách giải. Một giá trị của y như vậy sẽ quy 
phương trình bậc bốn lúc đầu về việc chỉ phải lấy các căn bậc hai. 

Một cách khác bằng đại số được Viete đề xuất và một cách nữa do Descartes đưa ra năm 1637 
nhưng trong nhiều sách giáo khoa đại học đã có thì cách giải của Viete cũng giống như cách 
giải của Ferrari. 

Nhà toán học Vanmec người Tây Ban Nha cũng đã giải được phương trình bậc bốn nhưng tên 
bạo chúa Tuocmacvada đã thiêu chết ông vì theo hắn, ông đã làm trái ý Trời: phương trình 
bậc bốn không hợp với khả năng của người trần tục-đó là ý muốn của Trời. 

Vì việc giải phương trình bậc bốn tổng quát được thực hiện tùy thuộc vào việc giải phương 
trình bậc ba liên kết, nên năm 1750 Euler đã cố gắng làm điều tương tự là quy việc giải phương 
trình bậc năm tổng quát về pháp giải phương trình bậc bốn liên kết nhưng đã thất bại. 

Rất nhiều nhà toán học cũng đã vắt óc tìm kiếm cách giải phương trình bậc năm nhưng không 
đi đến kết quả. Trước tình hình đó, người ta bắt đầu hoài nghi là liệu có tồn tại hay không 
một công thức tính nghiệm của phương trình bậc năm tổng quát. 

Năm 1778, nhà toán học Lagrange đã mở được một đầu mối quan trọng. Ong đã tập trung 
tìm kiếm công thức chung để giải các phương trình từ bậc hai đến bậc bốn, vì ông cho rằng, 
nếu tìm được công thức chung đó thì sẽ suy luận để tìm được cách giải phương trình bậc năm. 
Nhưng cuối cùng ông đã phát hiện thấy nghiệm của một phương trình đã biết có thể được biểu 
thị bằng một hàm số đối xứng của một phương trình hỗ trợ khác. Phương trình hỗ trợ này 
được ông gọi là cách giải dự kiến. Dùng cách giải dự kiến này, ông đã sử dụng để giải phương 
trình bậc ba, bậc bốn nhưng khi đến phương trình bậc năm thì ông đành chịu. Một tia sáng 
lại lóe trong đầu ông: công thức như vậy là không thể tồn tại được, nhưng ông lại không thể 
chứng minh điều này. 



Joshep-Louis Lagrange (1736-1813) 
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Phương pháp tổng quát biến đổi một phương trình đa thức bậc n đối với X thành một phương 
trình bậc n đối với y, trong đó các hệ số của y n ~ l ) y n ~ 2 đền bằng 0 được Tschirnhausan (1651- 
1708) đưa ra. về sau phép biến đổi phương trình bậc năm như vậy, trong đó các hệ số của 
2 / 4 , 2 / 3 , 2 / 2 đền bằng 0 đã được Brings (1736-1798) đưa ra năm 1786. Điều này đóng vai trò quan 
trọng trong việc giải phương trình bậc năm bằng hàm eliptic. Năm 1834, Jerrard (mất 1863) 
lại chứng minh được hệ số của y n ~ 3 cũng bằng 0. 

Trong các năm 1803, 1805, 1813, nhà vật lý Paolo Ruííini (1765-1822) người italia đã đưa ra 
một cách chứng minh về một điều mà lúc bấy giờ được coi là một sự kiện, đó là nghiệm của 
phương trình tổng quát bậc năm hoặc bậc cao hơn đều không thể biểu thị được bằng các căn 
thức theo các hệ số của phương trình đó. 

Loài người đứng trước sự thách thức về trí tưệ hết đời này đến đời khác, cho đến khi xuất 
nhiên nhà toán học trẻ tuổi Niels Henrik Abcl (1802-1829) người Na Uy. Ong là người rất can 
đảm. Ngay từ thuở nhỏ, ông đã bắt đầu tìm lời giải cho phương trình bậc năm. Nhờ quyết tâm 
chiến thắng đến cùng nên vào năm 1824 (lúc ông 22 tuổi), ông đã chứng minh được một cách 
tổng quát rằng, phương trình bậc từ 5 trở lên là không thể có cách giải kiểu căn thức. Với trí 
tuệ của tuổi trẻ, ông đã tuyên bố với thế giới một cách chân lý: trí tuệ của con người là bất 
khả chiến thắng. 

Nhưng còn đường thành công của Abcl hết sức gập gềnh. Tuy có những thành công trong thời 
gian ngắn ngủi nhưng những gì là đan khổ còn nặng nề hơn. Những vinh quang của ông hầu 
hết đến sau khi ông qua đời. 

Ong sinh ra trong một gia đình mục sư ở nông thôn. Cha mẹ của ông lại đông con và nghèo. 
Trong số 7 anh chị em, ông là người anh thứ 2. Năm 13 tuổi, ông được đưa vào trong trường 
dòng. Ngay từ đần ông đã rất hứng thú với toán học. Năm 1817, trong trường đã xảy ra một 
sự kiện đặc biệt, trong một đêm đã thay đổi cả cnộc đời ông. Thầy dạy toán của ông, do ngược 
đãi học trò nên đã bị sa thải. Thay thầy giáo cũ là thầy Homlboe (sinh năm 1795) mới 22 tuổi. 
Thầy Holmboe đã nhanh chóng phát hiện tài năng toán học của Abcl. Khi Abcl nên ra quyết 
tâm tấn công vào phương trình bậc năm, nhiều người chế diễu, cho rằng “Êch nhái làm sao 
lại đòi ăn thịt thiên nga”. Vậy mà Hohnboe lại rất ủng hộ Abel, động viên ông cố gắng vươn lên. 



Niels Henrik Abel (1802-1829) 

Năm 1821, Abel thi đậu vào trường đại học. Để thực hiện ý tưởng của mình, ông theo học 
thầy Gauss. Ban đầu ông học theo cách của những người đi trước, đi tìm cách giải đáp một 
cách chính diện. Sau nhiều ngày tháng miệt mài, năm 1824 ông đã chứng minh là phương 
trình tổng quát bậc năm không thể có công thức nghiệm bằng căn thức. Điền làm bận tâm 
buộc loài người phải suy nghĩ suốt 2 thế kỷ, cuối cùng đã được một thanh niên không có 
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tiếng tăm giải quyết. Tuy nhiên, điều Abel nêu ra đã không được các tạp chí toán học đăng 
tải, buộc ông phải tự bỏ tiền ra in ấn. Nhưng những đau khổ của ông không vì thế mà giảm bớt. 

Năm 1825, Abcl đến nhiều nước châu Au và đã gõ cửa nhiều nơi nhưng không ở đâu coi ông ra 
gì cả, kể cả những nơi được gọi là “vương quốc toán học”. Cuối cùng ông đến Berlin. Rất may 
mắn, ở đây ông đã được kỹ sư Klaye hiểu được ý tưởng của ông. Tuy Klaye không hiểu hết nội 
dung mà Abel trình bày nhưng Klaye lại hiểu được năng lực to lớn của Abcl. Năm 1826 Klaye 
đã giúp Abcl cho ra đời tạp chí “Lí luận và toán học”. Ba số đầu của tạp chí đã đăng 22 bài 
phát biểu của Abcl, giới thiệu các công trình nghiên cứu toán học của Abel. Những thành tựu 
xuất sắc của Abel dần dần thu hút sự chú ý của giới toán học châu Au. Chính vì vậy mà tạp 
chí này nổi tiếng cho đến tận ngày nay. 

Tháng 5/1827, với tấm lòng thương nhớ qưê hương Tổ quốc, Abel trở về thủ đô Otslo. Tuy 
nhiên, ở quê hương thì ông lại không tìm được công việc gì thích hợp. Tháng 9/1828 bốn viện 
sĩ hàn lâm khoa học Pháp đã yên cầu vua Salơ XIV giúp đỡ vật chất, tạo điều kiện để Abcl 
nghiên cứu khoa học. Nhưng do vất vả qưá độ mà bệnh lao của ông lại tái phát, đe dọa đến 
tính mạng của ông. Ngày 6/4/1829, ngôi sao sáng rực trên bầu trời đã tắt lặn. 

Ngày 9/4/1829, người thân trong gia đình đã nhận được một bức thư từ Berlin gửi đến với nội 
dung: 

“Ông Abcl kính mến! 

Trường chúng tôi quyết định tôn vinh ông là giáo sư toán học của trường. 

Chúc mừng vinh dự đó của ông!” 

Nhưng bức thư này đã đến chậm, ông đã qưa đời trước đó 3 ngày. 

Ngày 28/6/1830, Viện hàn lâm khoa học Pháp đã trao giải thưởng lớn cho Abel. 

Đó là những vinh quang sau khi ông qua đời. 

Lại có câu chuyện về việc Abcl giải phương trình có bậc rất lớn như sau: vị đại sứ Hà Lan có 
lần đã nói dóc với vua Henry IV rằng, nước Pháp không có nhà toán học nào có thể giải được 
bài toán do Adrianus Romanus (1561-1615) người Hà lan đặt ra năm 1593, vì bài toán này đòi 
hỏi phải biết cách giải một phương trình bậc 45. Viete được triệu đến. Sau khi xem xét bài 
toán, ông nhận ra mối liên hệ lượng giác đặc biệt và đưa ra 2 nghiệm, sau đó thêm 21 nghiệm 


nữa. 
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TIỂU SỬ MỘT SỐ NHÀ TOÁN HỌC Nổi TIẾNG 


Một cuộc đời trên bia mộ 


Người ta không biết gì nhiều về cuộc đời của nhà toán học cổ Hy Lạp là Đi-ô-phăng (Diophante): 
Ồng sống ở thế kỉ III trước Công nguyên, sinh ở A-lếch-xăng-đri, đã để tâm nghiên cứu sâu về 
phương trình và tóm tắt cuộc đời mình bằng những hàng chữ trên bia mộ như sau: 

“Hỡi du khách! Nơi đây yên nghỉ một người tên là Đi-ô-phăng. Và những con số nhiệm màu 
có thể sẽ nói cho bạn biết về những tháng ngày dài của đời ông. Ồng đã sống thơ ngây trong 
một phần sáu cuộc đời. Một phần mười hai cuộc đời nữa, cằm ông đã lún phún râu. Thêm một 
phần bảy cuộc đời, ông mang nhẫn cưới trên tay và 5 năm sau, được một đứa con trai xinh 
xắn. Than ôi, dù rất được thương yêu, người con này đã chết khi anh ta vừa bằng nửa tuổi thọ 
của cha. Quá đau khổ, người cha bất hạnh chỉ sống thêm bốn năm sau cái chết của con. 

Bạn hãy nói đi: ông ta thọ bao nhiêu tuổi và cuộc đời ông ra sao?”. 

Theo ngôn ngữ phương trình thì khi đạt tuổi thọ của Đi-ô-phăng là ẩn số X, “phiên dịch từng 
câu trong lời trên bia mộ, ta sẽ được phương trình sau: 

X X X „ . X 

6 + Ĩ2 + 7 +5+ 2 +4 = I 


Giải phương trình này, bạn dễ dàng tìm được X — 84. Vậy Đi-ô-phăng đã sống 84 năm. Thời 
niên thiếu của ông (84 : 6) là 14 năm, Vì 84 : 12 = 7 nên ông “có râu” lúc 14 + 7 = 21 (tuổi). 
Lại do 84 : 7 = 12 nên ông lấy vợ lúc 21 + 12 =33 (tuổi). Ông có con trai lúc 38 (tuổi). Vì 
người con chỉ sống bằng nửa tuổi thọ của cha nên anh ta chết lúc 42 tuổi. Khi đó, người cha 
đã 38 + 42 = 80(tuổi). Và ông nhắm mắt lìa đời lúc 80 + 4 = 84 (tuổi). 

Thật là một tấm bia độc đáo! 


Chỉ vì lề sách quá hẹp! 

Ngay từ thời cổ người ta đã biết tam giác có ba cạnh 3, 4, 5 (đơn vị dài) là tam giác vuông vì 
3 2 + 4 2 = 5 2 ngoài ra, có vô số số nguyên dương khác thỏa mãn phương trình X 2 + y 2 = z 2 . 
Chẳng hạn các bộ ba số 6; 8; 10 hay 5; 12; 13... Ta đều biết đây là các số Pi-ta-go. Từ phương 
trình này, đã nảy ra ý nghĩ: liệu có tìm được các bộ ba số nguyên X, y, z thỏa mãn phương 
trình X n + y n — z n (n là số tự nhiên lớn hơn 2) hay không. Y nghĩ ngày lần đầu tiên đã được 
Đi-ô-phăng xem xét kĩ, vì vậy phương trình đó có tên gọi là phương trình Đi-ô-phăng. 

Người ta đã chứng minh được là với tất cả các số n từ 3, 4... đến 4000, chẳng có các số nguyên 
X, y, z nào nghiệm đúng phương trình Đi-ô-phăng cả. Riêng Pi-e Phéc-ma (Pierre Fermat, 1601- 
1665) một nhà toán học Pháp, người đã từng cùng với Pa-xcan tìm ra phép tính xác suất, đã 
mạnh dạn nghi ngờ: Phương trình Đi-ô-phăng sẽ luôn luôn vô nghiệm, dù n là bất cứ số tự 
nhiên nào. 

Năm 1637, Phéc-ma viết bên lề cuống sách của Đi-ô-phăng rằng ông đã tìm được cách chứng 
minh rất kì diệu điều nghi ngờ nói trên của mình là đúng, nhưng không ghi ra được chỉ vì... 
lề cuốn sách quá hẹp. 

Từ đó đến nay, hơn ba trăm năm trôi qua, nhiều nhà toán học tốn bao công sức để rồi vẫn 
chịu bó tay trong việc đi tìm chứng minh của Phéc-ma. 
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(Pierre Fermat (1601-1665) 

Điều nghi ngờ nói trên trở thành một bài toán lịch sử nổi tiếng về phương trình Đi-ô-phăng 
và có tên gọi bài toán Phéc-ma. Năm 1993, nhà toán học Ăng-đrây Oai (Andrew Wiles) người 
Anh đã chứng minh được Bài toán Phéc-ma với các công cụ toán học hiện đại và với hơn ... 
200 trang giấy. 


Hai gương mặt trẻ 

Lịch sử của Đại số trong những trang nghiên cứu về phương trình đều giữ mãi bóng dáng của 
hai chàng trai trẻ thiên tài: Ni-en hen-rích A-ben (Niels Henrik Abel, 1802-1829) nhà toán học 
Na Uy và E-va-rít Ga-loa (Evariste Galois, 1811-1832) nhà toán học Pháp. Cùng sống hồi đầu 
thế kỉ XIX, cuộc đời ngắn ngủi của cả hai người cùng để lại những tác phẩm vô giá cho toán 
học hiện đại. 



(Evariste Galois (1811-1832) 

Cả A-ben lẫn Ga-loa đều bộc lộ tài năng về toán ngay từ lúc còn ngồi trên ghế nhà trường, 
cả hai cùng quan tâm đến việc giải các phương trình đại số có bậc lớn hơn hai. Tuy không hề 
biết đến việc làm của nhau, cả hai cùng gửi công trình của mình đến Viện hàn lâm khoa hoc 
Pháp, và... cùng gặp rủi ro: Công trình của A-ben bị cất vào tủ lưu trữ, mãi lúc anh đã chết 
mới có người vô tình đọc và in ra, còn Ga-loa ba lần kiên nhẫn gửi tới mãi đến lần thứ ba mới 
được nhận trả lại công trình của mình với lời phê “Không thể hiểu được!”. A-ben chết âm thầm 
trong nghèo túng, nhưng để lại tên tuổi trong các “phương trình A-ben” và “nhóm A-ben" của 
lí thuyết nhóm. Còn Ga-loa chết trong cuộc quyết đấu vì danh dự với bọn khiêu khích, để lại 
60 trang thư anh viết trong đêm cuối cùng, trong đó trình bày ngắn gọn mọi kết quả quan 
trọng nhất anh đã tìm ra khi nghiên cứu phương trình. Lá thư dài này được viết bằng nét chữ 
vô cùng hối hả, xen giữa nhưng công thức toán là những câu “Tôi vội quá”. “Chỉ còn mấy tiếng 
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đồng hồ nữa thôi”, “Tôi không kịp”... 

Vậy mà 60 trang thư đó đã mở ra cho các nhà toán hoc thế giới vô số hướng đi, và để lại một 
lí thuyết về phưong trình đại số một ẩn số mang tên lí thuyết Ga-loa. 

Bạn hãy nhìn lại năm sinh và năm mất của A-ben và Ga-loa: hai gương mặt thiên tài đó luôn 
đứng cạnh cánh cửa mở vào lâu đài toán học hiện đại, mãi mãi trẻ trung. 

Sống hay chết 

Vào năm 1927, Erwin Schrõdinger đã viết ra một phương trình cho những sóng lượng tử. Nó 
phù hợp với những thí nghiệm một cách tuyệt vời đồng thời vẽ nên một bức tranh của một thế 
giới rất khác lạ, trong đó những hạt sơ Cấp như electron không phải là vật thể rõ ràng, mà là 
những đám mây xác suất. Spin của electron giống như một đồng tiền có thể nửa Sấp nửa ngữa 
cho đến khi nó rơi xuống bàn. Không lâu sau đó, các nhà lí thuyết lại lo lắng không yên trước 
mọi tính chất lạ lượng tử, ví dụ những con mèo vừa sống vừa chết, và những vũ trụ song song 
trong đó Adolí Hitler là kẻ chiến thắng cuộc chiến tranh thế giới lần thứ hai. 

Cơ học lượng tử không bị ràng buộc với những bí ẩn triết lí như vậy. Hầu như mọi vật dụng 
hiện đại - máy vi tính, điện thoại di động, máy chơi garne, xe hơi, tủ lạnh, lò vi sóng - đều 
chứa những con chip nhớ gốc transistor, dụng cụ có sự hoạt động dựa trên cơ học lượng tử 
của chất bán dẫn. Những công dụng mới cho cơ học lượng tử xuất hiện gần như hàng tuần. 
Các chấm lượng tử - những miếng nhỏ xíu của một chất bán dẫn - có thể phát ra ánh sáng 
thuộc mọi màu sắc và được sử dụng để ghi ảnh sinh học, trong đó chúng thay thế cho những 
chất nhuộm truyền thống, thường là độc hại. Các kĩ sư và nhà vật lí đang cố gắng phát minh 
ra máy vi tính lượng tử, một dụng cụ có thể thực hiện song song nhiều phép tính khác nhau, 
giống hệt như con mèo vừa sống vừa chết. 

Laser là một ứng dụng nữa của cơ học lượng tử. Chúng ta sử dụng chúng để đọc thông tin từ 
những lỗ nhỏ li ti trên đĩa CD, DVD và đĩa B lu-ray. Các nhà thiên văn sử dụng laser để đo 
khoảng cách từ Trái đất đến mặt trăng. Thậm chí có thể phóng những tên lửa vũ trụ lên từ 
Trái đất với sức đẩy là một chùm laser mạnh. 

Chương cuối trong câu chuyện này có xuất xứ từ một phương trình giúp chúng ta hiểu ý nghĩa 
của sóng. Nó bắt đầu vào năm 1807, khi Joseph Fourier nghĩ ra một phương trình cho dòng 
nhiệt. Ong đã gửi một bài báo về nói về nó đến Viện hàn lâm Khoa học Pháp nhưng bị từ chối. 
Vào năm 1812, viện hàn lâm Pháp đưa Vấn đề nhiệt thành đề tài của giải thưởng hàng năm 
của viện. Fourier lại gửi một bài báo dài hơn, có hiệu chỉnh - và đã giật giải. 

Cái hấp dẫn nhất của bài báo giành giải thưởng của Fourier không phải là phương trình, mà 
là cách ông giải nó. Một bài toán điển hình là tìm xem nhiệt độ dọc theo một thanh mỏng 
thay đổi như thế nào theo thời gian, cho biết trước đặc điểm nhiệt độ ban đầu. Fourier có thể 
giải phương trình này một cách nhẹ nhàng nếu như nhiệt độ biến thiên như một sóng hình sin 
dọc theo chiều dài thanh. Vì thế, ông biểu diễn một đặc trưng phức tạp hơn là sự kết hợp của 
những đường hình sin với bước sóng khác nhau, giải phương trình cho mỗi đường cong hình sin 
thành phần, và cộng tất cả những nghiệm này lại với nhau. Foưrier khẳng định phương pháp 
này đúng cho mọi đặc trưng nhiệt độ bất kì, thậm chí đúng cả với trường hợp trong đó nhiệt 
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độ có giá trị nhảy cóc. Tất cả những gì phải làm là cộng gộp một số vô hạn những đóng góp 
từ những đường cong hình sin với tần số lớn dần. 



Joseph Fourier (1768-1830) 

Dẫu vậy, bài báo mới của Fourier đã bị chỉ trích là không đủ chặt chẽ, và một lần nữa viện 
hàn lâm Pháp từ chối đăng tải. Vào năm 1822, Fourier phớt lờ mọi phản đối và cho công bố 
lí thuyết của ông dưới dạng một quyển sách. Hai năm sau đó, ông tự bổ nhiệm mình làm thư 
kí của viện hàn lâm, dí mũi của ông vào những kẻ chỉ trích ông, và cho đăng bài báo gốc của 
ông trong tập san của viện. Tuy nhiên, những người chỉ trích chưa chịu dừng lại. Các nhà toán 
học bắt đầu nhận ra rằng những chuỗi vô hạn là những thứ nguy hiểm; chúng không luôn luôn 
hành xử giống như những tổng hữu hạn, đẹp đẽ. Việc giải quyết những vấn đề này hóa ra là 
hết sức khó khăn, nhưng phán quyết cuối cùng là quan điểm của Fourier có thể được làm cho 
chặt chẽ bằng cách ngoại suy ra những đặc trưng rất không đều. Kết quả là phép biến đổi 
Fourier, một phương trình xem một tín hiệu biến thiên theo thời gian là tổng của một chuỗi 
những đường cong hình sin thành phần và tính ra biên độ và tần số của chúng. 

Ngày nay, phép biến đổi Fourier ảnh hưởng đến cuộc sống của chúng ta theo vô số kiểu. Chẳng 
hạn, chúng ta có thể sử dụng nó để phân tích tín hiệu dao động tạo ra bởi một trận động đất 
và để tính ra những tần số mà năng lượng truyền bởi mặt đất chấn động là lớn nhất. Một bước 
tiến tới xây dựng những công trình chịu được động đất là đảm bảo rằng tần số riêng của công 
trình khác với tần số của động đất. 

Những ứng dụng khác bao gồm việc loại tạp âm ra khỏi những bản ghi âm cũ, tìm kiếm cấu 
trúc của ADN bằng ảnh chụp tia X, cải thiện sự thu nhận vô tuyến và ngăn cản những dao 
động không mong muốn ở xe hơi. Thêm một ứng dụng nữa mà đa số mọi người chúng ta sử 
dụng thường xuyên mà không để ý, đó là chụp ảnh kĩ thuật số. 

Nếu bạn tính xem cần bao nhiêu thông tin để biểu diễn màu sắc và độ sáng của mỗi pixcl trong 
một bức ảnh kĩ thuật số, bạn sẽ phát hiện ra rằng một chiếc carnera kĩ thuật số nhồi nhét vào 
thẻ nhớ của nó lượng dữ liệu nhiều gấp mười lần cái thẻ nhớ có thể chứa. Camera làm công 
việc này bằng cách sử dụng sự nén dữ liệu JPEG gồm năm bước nén khác nhau. Một trong số 
chúng là một phiên bản kĩ thuật số của phép biến đổi Fourier, nó hoạt động với một tín hiệu 
không thay đổi theo thời gian mà thay đổi từ đầu này qua đầu kia bức ảnh. Cơ sở toán học 
hầu như là giống hệt. Bốn bước còn lại tiếp tục làm giảm dữ liệu thêm nữa, đến khoảng bằng 
một phần mười lượng ban đầu. 

Đây mới chỉ là bảy trong nhiều phương trình mà chúng ta bắt gặp hàng ngày, nhưng không 
nhận ra chúng đang hiện diện ở đấy. Nhưng sự tác động của những phương trình này đối với 
lịch sử thì sâu sắc hơn nhiều. Một phương trình thật sự mang tính cách mạng có thể có sự tác 
động đối với sự tồn tại của loài người lớn hơn cả mọi nhà vua và hoàng hậu có mưu đồ choán 
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đầy những quyển sử học của chúng ta. 

Có (hoặc có thể có) một phương trình, trên hết thảy, mà các nhà vật lí và nhà vũ trụ học đặt 
hết niềm tin yêu vào đấy: một lí thuyết của tất cả thống nhất cơ học lượng tử và thuyết tương 
đối. Nổi tiếng nhất trong số nhiều ứng cử viên là lí thuyết siêu dây. Nhưng như mọi người chúng 
ta đều biết, các phương trình của chúng ta cho thế giới vật chất có lẽ chỉ là những phiên bản 
đơn giản hóa không bắt giữ được cấu trúc sâu sắc của thực tại. Ngay cả nếu tự nhiên có tuân 
theo những định luật vạn vật, thì chúng có thể không được biểu diễn dưới dạng những phương 
trình. 

Một số nhà khoa học nghĩ rằng đã đến lúc chúng ta từ bỏ những phương trình truyền thống 
để theo đuổi những thuật toán - những công thức khái quát hơn để tính toán mọi thứ, kể cả 
việc ra quyết định. Nhưng cho đến những ngày ấy, nếu có, sự hiểu biết sâu sắc nhất của chúng 
ta về các định luật của tự nhiên sẽ tiếp tục có dạng thức những phương trình, và chúng ta sẽ 
học cách tìm hiểu chúng và thích ứng với chúng. Các phương trình có thành tựu của chúng, 
Chúng thật sự đã làm biến chuyển thế giới và chúng sẽ lại tiếp tục làm thế giới biến chuyển. 
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